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Paul Stäckel Fr. 


(1862 — 1919) 


Die Redaktion des Journals hat die schmerzliche Pflicht, des schweren 
Verlusts zu gedenken, den die deutsche mathematische Wissenschaft durch das 
am ı2. Dezember ı9ı19 in Heidelberg erfolgte Ableben von Paul Stäckel erlitten 
hat. Aus vollem Schaffen wurde der bis in die letzte Zeit jugendfrische, uner- 
müdlich tätige Mann durch eine kurze aber schwere Krankheit jäh hinweggerafft, 
und nur schwer werden sich die Lücken schließen lassen, die sein Hinscheiden 
in den zahlreichen wissenschaftlichen Verbänden gerissen hat, denen seine Mit- 
arbeit zugute gekommen ist. 

Für seine wissenschaftliche Persönlichkeit ist charakteristisch die glück- 
liche Vereinigung mathematischer Erfindungsgabe mit kritischer Schärfe und 
ausgeprägtem geschichtlichem Sinn. Er hat die verschiedenen Gebiete der 
Analysis, die Differentialgeometrie, die analytische Mechanik und die Zahlen- 
theorie durch scharfsinnige Untersuchungen gefördert, in der Geschichte der 
neueren Mathematik aber hat er richtunggebend gewirkt, indem er die mo- 
derne literarhistorische Methode auf die Darstellung der Entwicklung einzelner 
mathematischer Gedankengänge und des Werdegangs hervorragender Mathe- 
matiker angewandt hat. Die Geschichte der Nichteuklidischen Geometrie, der 
Funktionentheorie, der Differentialgeometrie verdanken ihm Untersuchungen 
von bleibendem Wert, und seine Beiträge zur Beschreibung des Lebens und 
Wirkens von Euler, Gauß, Wolfgang und Johann Bolyai gehören zu dem 
Bedeutendsten, was über diese Männer geschrieben worden ist. Durch die 
Auffindung des wissenschaftlichen Tagebuchs von Gauß im Jahre 1898 hat 
er die Gaußforschung neu belebt, und seiner kraftvollen Initiative wird es in 
erster Linie zu danken sein, wenn wir in absehbarer Zeit eine Gesamtausgabe 
der Werke von Euler besitzen werden. Nicht minder wichtig war seine Mit- 
arbeit an der Encyklopädie der Mathematischen Wissenschaften, an den Be- 
richten der Internationalen Mathematischen Unterrichtskommission und dem 
Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik. 

Seine Zugehörigkeit zu der Berliner mathematischen Schule machte ihn 
gleich am Beginn seiner schriftstellerischen Tätigkeit zum Mitarbeiter an 
unserem Journal, die Bände 106 bis ıı3 brachten in den Jahren 1890— ı895 
zehn Abhandlungen aus seiner Feder, und auch noch später, bis in die aller- 
letzte Zeit, hat er wiederholt Ergebnisse seiner erstaunlichen Produktivität, 
die mehr als 170 wissenschaftliche Veröffentlichungen gezeitigt hat, in unserer 
Zeitschrift niedergelegt. In jüngster Zeit durften wir ihn unter den Mit- 
wirkenden an der Herausgabe des Journals aufführen, leider ziert sein Name 
das Titelblatt von nur zwei Bänden. 

Sein Leben war ganz der Wissenschaft hingegeben; er war stets hilfsbereit 
und uneigennützig, fördernd wo immer er ehrliches Streben sah, gerecht und 
ausgleichend, wo sich Gegensätze zeigten, ein begeisterter und erfolgreicher 
Lehrer, ein trefflicher Organisator. Sein Andenken wird in der Wissenschaft 
und bei allen, die das Glück hatten, ihm näher treten zu können, unvergessen 
bleiben. 














Arithmetische Eigenschaften der Reihenentwicklungen 
rationaler Funktionen. 


Von Herrn @. Pölya in Zürich. 





Eine rationale Funktion, deren Potenzreihenentwicklung um den 
Punkt z= 0 nur rationale Koeffizienten enthält, ist der Quotient zweier 
Polynome P(z2) und Q(z), wo P(z2) und @(z) ganzzahlige Koeffizienten, 
keine gemeinsame Wurzel und auch keinen gemeinsamen Zahlenfaktor 
(außer + 1) besitzen. Ich setze 


Sn 
oa tete 
wo die beiden ganzen Zahlen s, und t, teilerfremd sind (n= 0,1,2...). 
Die arithmetische Natur der Nenner £,, £,, fa, ...Z,,... ist durch den 
Eisensteinschen Satz (der in unserem Falle, d. h. für rationale Funktionen, 
auf der Hand liegt) genügend klargelesgt. Es gibt nämlich eine ganze 


Zahl T von der Eigenschaft, daß 7” durch {, teilbar ist (n=1,2,3,...), 





d.h. die Zahl 7 ist so beschaffen, daß die Potenzreihe . 
PaD_9s_SsT,,&T 2 
or a BR a 

nur ganzzahlige Koeffizienten hat. Die Zahlen t,t,,...t,,... sind also 


aus endlich vielen Primfaktoren, nämlich aus den Primfaktoren von 7, zu- 
sammengesetzt. 

Die arithmetische Natur der Zähler s,, 5, 82, ... 81, ... scheint hingegen 
noch nicht untersucht und auch verwickelter zu sein. Wie die Beispiele 
Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 1/2, 1 
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1 ® 1 

I (1-2) 

zeigen, können die Zähler endlich viele (eventuell keine) oder auch unend- 

lich viele Primfaktoren enthalten. Ich werde in vorliegender Arbeit alle 

rationalen Funktionen bestimmen, in deren Reihenentwicklung die Zähler aus 
endlich vielen Primfaktoren zusammengesetzt sind. 

Es wird sich herausstellen, daß im allgemeinen die Zahlen 

80, 81, 823 +++ 845... unendlich viele Primfaktoren enthalten. Dafür daß sie 

nur aus endlich vielen Primfaktoren aufgebaut sein sollen, ist nämlich 

notwendig (aber noch lange nicht hinreichend), daß alle Wurzeln von 





= 3 (n + 1) 2” 


Er 
Q(z) voneinander verschieden und von der Form y: sind, wo a,b, n 


rationale ganze Zahlen sind. Ferner ist, notwendig, daß Q(2), wenn es 
nicht vom ersten Grade ist, zwei verschiedene Wurzeln hat, deren Quo- 
tient eine Einheitswurzel ist. Letztere Bedingung besagt neben der erst- 
erwähnten nur dann etwas Neues, wenn alle Wurzeln von Q(z) rational 
sind; ich wollte aber diese Bedingung hervorheben, denn ihr Beweis bildet 
in der Begründung des vollen Satzes den springenden Punkt (vgl. den 
Satz II im zweiten Teile). 

Man kann sich noch mit der Art und Weise befassen, wie die ver- 
schiedenen Primfaktoren in die Zahlen s,, 8}, 83, -..S,,... eingehen. Das 
prägnanteste Resultat, zu dem ich in dieser Richtung gelangt bin, spricht 
sich in folgendem Satze aus: 

Besitzt das Integral einer rationalen Funktion eine Potenzreihenent- 
wicklung, deren sämtliche Koeffizienten rationale ganze Zahlen sind, so ist 
dies Integral notwendigerweise selber eine rationale Funktion. 

Vorliegende Arbeit zerfällt in zwei Teile. Der erste Teil bringt 
den Beweis des eben ausgesprochenen Satzes über das Integral einer 
rationalen Funktion, der zweite Teil stellt das angedeutete Kriterium 
auf, das die beiden Fälle, wo s,, $, 895 +. 8,,... aus endlich vielen bzw. 
aus unendlich vielen Primfaktoren aufgebaut sind, auseinanderhält. Die 
beiden Teile sind von einander völlig unabhängig, so daß auch die 
Numerierung der Formeln, Sätze usw. in beiden Teilen getrennt er- 
folgen konnte. R 
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Erster Teil. 


Die Potenzreihe des Integrals, 


1, Die uns bekannten Funktionen, deren Potenzreihenentwicklung 
nur ganzzahlige Koeffizienten besitzt, sind von sehr verschiedener ana- 
lytischer Natur. Es sind einerseits rationale oder algebraische Funk- 
tionen, andererseits sind es Funktionen mit singulären Linien oder un- 
endlichvieldeutige Funktionen. Daß uns nur solche extremen Fälle be- 
kannt sind, scheint nicht bloß auf einer Zufälligkeit des augenblicklichen 
Standes unserer Kenntnisse zu beruhen. Neuere Untersuchungen*) haben 
gezeigt, daß gewisse mittlere Fälle wirklich nicht vorkommen können. Es 
gibt z. B. keine meromorphen Funktionen, deren Potenzreihe nur ganz- 
zahlige Koeffizienten enthält. 

Die einfachsten unendlichvieldeutigen Funktionen entspringen aus 
der Integration der rationalen Funktionen. Ich zeige im folgenden, daß 
diese einfachen Transzendenten (sie sind gleich der Summe von endlich- 
vielen Logarithmen und einer rationalen Funktion) nicht durch Potenz- 
reihen mit ganzzahligen Koeffizienten dargestellt werden können, d. h. ich 
zeige den schon in der Einleitung erwähnten 

Satz I. Besitzt das Integral einer rationalen Funktion eine Potenz- 
reihenentwicklung, deren sämtliche Koeffizienten rationale ganze Zahlen sind, 
so ist dies Integral notwendigerweise selber eine rationale Funktion. 

Es waren funktionentheoretische Gesichtspunkte, die zur Auffin- 
dung von Satz I führten. Satz I bringt aber eigentlich nur eine einfache 
zahlentheoretische Eigenschaft der Reihenentwicklungen rationaler Funk- 
tionen zum Ausdruck. Es sei 

P (e) 

(1.) de) 

eine solche Reihenentwicklung mit rationalen ganzzahligen Koeffizienten 
Ag lyy er... (Wären die Koeffizienten nur rational, nicht ganzzahlig, 
so läßt sich die Ganzzahligkeit, nach Kisenstein, leicht erreichen.) Es 


= +a2+,+%,+:-- 





*) Vgl. Borel, Sur une application d’un thöoreme de M. Hadamard, Bulletin 
des sciences math&matiques Bd. 18 (2. Folge), S. 22—25; ferner zwei Arbeiten des 
Verfassers: Über ganzwertige ganze Funktionen, Rendiconti, Palermo Bd. 40 und 
Über Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten, Mathematische Annalen Bd. 77. 


1* 
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handelt sich um die Frage: wann können die Koeffizienten 
Gy; &, Gy, ..., 
der Reihe nach durch die Glieder einer arithmetischen Progression 
aa+d,a+2d,...a+nd,... 
teilbar sein? Die Zahlen « und d sind rational ganz, und es kann ohne 
Beschränkung d > 0 angenommen werden. Ist ein Glied «+ n,d = 0, so 
wollen wir natürlich von a,, absehen, d. h. die um A,,%° verminderte 


rationale Funktion (1.) betrachten. Die erwähnte Frage kann auch so 
formuliert werden: wann enthält die Potenzreihenentwicklung 


(2.) Er ie) Ki ir dz 
nur ganzzahlige Koeffizienten? Satz I besagt, daß dies höchstens dann 
der Fall sein kann, wenn alle Residua in der Partialbruchentwicklung der 
rationalen Funktion, die in (2.) rechts unter dem Integralzeichen steht, 
verschwinden, d. h. wenn die Funktion (2.) selber rational ist. Tritt 
letzteres ein, so sind auch die Koeffizienten der Potenzreihe (2.) wenigstens 
„im wesentlichen‘ ganzzahlig, dem Eisensteinschen Satz gemäß. 

2*). Alle Funktionen P(2), Q(z), R(z),...p(2),g(z),r(z),..., die 
ich unter gegenwärtiger Nummer 2. betrachte, sind Polynome mit ratio- 
nalen Koeffizienten. Mein Zweck ist, den Bruch 

P(&) 

(3.) Q@’ 
dessen Zähler und Nenner keine gemeinschaftliche Wurzel haben, auf 
rationalem Wege zur Integration vorzubereiten. Dies geschieht in zwei 


Schritten. 
1) Ich nehme an, daß Q(z) in zwei teilerfremde Faktoren S$(z) 


und 7 (z) zerfällt, 








0 


Q(2) = S(2) T(e). 
Man bestimme s(z) und t(z) so, daß 
s(2) S(z) + t(2) T(e)=1 
wird. Daraus folgt 


*) Vgl. Hermite, Cours d’Analyse, Premiere partie (Paris 1873), S. 265—270. 
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P@) _ sk) Pe) | te) P(2) 
Qe) Te) S(e) 


Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens zerlegt man (3.) 








in eine Summe von rationalen Funktionen, wo der Nenner jedes Summan- 
den die Potenz eines irreduziblen Polynoms ist. Dies will ich durch die 
. Formel 
P(2) P (2) 
4) OT 
andeuten. @,(2) und @,(z) sind teilerfremd, wenn ua<rv. 
2) Behandeln wir nunmehr den Bruch 
R&) 
S(2)"’ 
wo S(z) irreduzibel und n>2 ist. S(z) ist gewiß teilerifremd zu seiner 
Derivierten S’(z), und daher existieren s(z) und s,(z), so daß 


s(2) S(z) + sı(2) 8’ (2) = R(2). 
Ich führe die Polynome A(z) und R,(z) durch die Formeln 
s()=—-(n- Hl), 
s(2)= H’(z2)+ R,(2) 


I 


ein. Es folgt 
R(z) = (H’(z2) + R,(2)) S(z2) —(n— 1) H(z) $’(z), 


Re) ON, Rı@) 
sr — de (sr + sr 


Durch wiederholte sh dieses Verfahrens entsteht 


R(z) H(2) d / H,() d (Hn_2(2) Ba (d) 
Ser 7 A) + dz (Gar) BEWEE dz S() )+ Sl) ° 


Durch 2 erhalte ich endlich 
R,_ı (2) or S(z) ar + B (2), 


wo H„-ı(2) von niedrigerem Grade ist als S(2) und H,(z2) nur bis auf 
eine additive Konstante bestimmt ist. Es kommt 


ne EI A 














Sl de \Sleyr-1 de\ S@) Ste) ur 
Wendet man dies auf (4.) an, so ergibt sich 

P(e) (2) K,() 
(6) Er dgtuKe 
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Das erste und dritte Glied auf der rechten Seite von (5.) lassen sich also 
unmittelbar integrieren, und ihr Integral ist eine rationale Funktion. 
Hingegen ist das Integral des mittleren Gliedes keine rationale Funktion, 
abgesehen von dem Falle, wo dieses mittlere Glied identisch verschwindet. 
Wenn es nämlich nicht verschwindet, so hat es, Q(0) >20 vorausgesetzt, 


die Form 











K, (2) a ds 0, 
(6.) - Q, (€) 1 + 1 : 2a + 1 ’ 
--20——2 ——2 
W, @, @; 
wo 
r>1, 
0% =+0, wo; +0, 0. — 0, +0 
Gbek; ,k=1,2,3,...r), 
und es ist 
K,(e) »,. 1 1 
[2:9 am ale -2)—-.--au6-H) 
—, —, RR = bezeichnen gewisse Wurzeln von Q(z) und sind als solche al- 
1 2 r 


gebraische Zahlen. Die Zahlen «,, @,...c, sind auch algebraisch. 

3. Hat das Integral der Funktion (3.) nur ganzzahlige rationale 
Entwicklungskoeffizienten, so hat die Funktion (3.) selbst gewiß ganz- 
zahlige und um so mehr rationale Entwicklungskoeffizienten. Wir können 
also die unter 2. dargelegte Reduktion auf (3.) anwenden und dadurch 
den Beweis von Satz I seinem springenden Punkte näher bringen. Wir 
haben zu beweisen, daß das Integral von (3.) gebrochene Entwicklungs- 
koeffizienten enthalten muß, wenn es transzendent ist. Letzteres ist dann 
und nur dann der Fall, wenn das mittlere Glied der rechten Seite von 
(5.) nicht identisch verschwindet, sondern in die Form (6.) gesetzt werden kann. 

Ich behaupte: man kann zwei rationale ganze Zahlen a und 5 so 
bestimmen, daß | 

1) sämtliche Koeffizienten des Polynoms 

aK(bz) 
ganzzahlig werden, 

2) sämtliche Entwicklungskoeffizienten der rationalen Funktionen 

aK,,,(b2) 





Q,(b 2)“ 
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ganzzahlig werden (die Potenzreihenentwicklung ist um z = 0 vorzunehmen), 
3) sämtliche algebraische Zahlen 
404, lg... AO; 
bw,, bws,... bw, 
ganze algebraische Zahlen werden. 

In der Tat, man kann a und 5b so wählen, daß sie irgendeiner 
der aufgezählten Bedingungen einzeln genügen. Bei 1) ist dies evident, 
bei 2) folgt es aus dem Eisensteinschen Satze, bei 3) aus der Bemerkung, 
daß jede algebraische Zahl der Quotient einer algebraischen ganzen Zahl 
und einer rationalen ganzen Zahl ist. Durch geeignete Produktbildung 
gelangt man zu zwei ganzen Zahlen a und b, die sämtlichen Bedingungen 
1) 2) 3) zugleich genügen. 

Wäre also das Integral von (3.) transzendent und hätte nur ganze 
rationale Entwicklungskoeffizienten, so hätte die Funktion 


af 9 yaz— ak (be) — 2m) 











Q(b2) mv Qubae 
K,(bz) 
Jez 0994 
v a0, bw, a0, bw, 
St . werk, 
FE a0,(bao,)" + aas(bw,)" + »--+ aa,(b or)" zn 
n=1 n 


ebenfalls nur rationale ganze Entwicklungskoeffizienten. Ich werde zeigen, 
daß dies unmöglich ist. 

4. Es gilt also, unter Vereinfachung der Bezeichnungen, folgendes 
zu zeigen: 


Satz II. Die 2r Zahlen 


O5 &o, Og, +++ O,, 
W,, Wo, Wa, ++. W, 
seien algebraische ganze Zahlen, 
+0, ©, #09, 8 —w,#+0 
(<k; i,k=1,2,...r). 


Dann können nicht alle Zahlen 
7.) oa + mm +++ rm 


n 
(algebraische) ganze Zahlen sein. 


n= 1,2,3,4, .. 
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Mit Satz II sind wir bei dem springenden Punkte des Beweises 
angelangt. Ich bewies Satz II unter Anwendung gewisser einfacher Sätze 
der Idealtheorie (Fermatsche Kongruenz nach einem Primideal). Herr 
Hurwitz, dem ich meinen Beweis mitteilte, bemerkte, daß derselbe ohne 
wesentliche Änderung des Gedankenganges so gewendet werden kann, daß 
die Idealtheorie ganz entbehrlich wird. Ich will nur die auf einfacheren 
Prinzipien beruhende Beweisanordnung von Hurwitz mitteilen. 

Man nennt zwei algebraische ganze Zahlen « und £ teilerfremd *), 
wenn es zwei algebraische ganze Zahlen «, und /, gibt, so daß 


e+PPp,=1. 
Ist « sowohl zu ß wie zu y teilerfremd, so ist « auch zu fy 
teilerfremd. Denn aus 
e,+Pppı =]; 
eaa+yyı =1 
folgt 
Pyhyı=1l+e(ıaa— a, —0,). 
Es sei 
=” + aa" + +1 ta„=0 
die irreduzible rationale Gleichung, der die ganze Zahl « (« +0) genügt. 
Geht die rationale Primzahl » in der rationalen ganzen Zahl «a, nicht auf, 
so sind p und « teilerfremd. In der Tat, es gibt zwei rationale ganze 
Zahlen uw und v, so daß 
pu+a„v=|1 
ist, woraus 
pu— ala, +++"? +a)v=1 
folgt. In a, gehen aber nur endlich viele Primzahlen auf, und daraus 
folgt die Tatsache: es gibt nur endlich viele rationale Primzahlen, die zu 
einer gegebenen algebraischen Zahl @ (@« +0) nicht teilerfremd sind. 
Kehren wir nun zu Satz II zurück. Essei p eine der unendlich 
vielen rationalen Primzahlen, die zu sämtlichen r+2 ganzen Zahlen 
5, 0, Wo, ...@, und d teilerfremd sind, wo 


l,u,r 
—_ In au u i 
Ö = |W, 'n Bi ELIA (w; w;). 





*) Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, 4. Auflage, S. 532 ff, 
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Wären alle Zahlen ganz, die man aus (7.) erhält, wenn man 
n=9,29,3P,...rp 






setzt, so wäre umsomehr 






4 + +++ 0o,w? =0 (mod. p) 
Oo +0’ +: +0,0®=0 (mod. p) 










(8.) 





vo Hs wP +++ a,w?=0 (mod. p). 


Durch Elimination aus den Gleichungen (8.) erhält man 





ı SP, 
.0o..W0 MN (ww —w?)=0 (mod. p), 


i<k 





und wenn man die Teilbarkeit der Binomialkoeffizienten ( e ) durch 9 be- 





achtet, und 9>2 annimmt, 


















a, wi wi... wi H (w, — w)’=0 (mod. p). 
Die Zahl 
a, wi w3 ... w? d? 
ist aber zu p teilerfremd, da ihre Faktoren zu p teilerfremd sind. 

Der Widerspruch löst sich nur, wenn man zugibt, daß unter den 
r Zahlen, die man aus (7.) für n=9,2p,...rp erhält, wenigstens eine 
nicht ganz ist, w. z. b. w. 

Satz II stellt keine Bedingungen in bezug auf Rationalität. So 
ersieht man aus dem Beweise, daß es auch keine transzendente Funktion 
gibt die Integral einer rationalen Funktion ist und deren Potenzreihe nur 
algebraische ganze Zahlen zu Koeffizienten hat. 


Zweiter Teil. 
Die Primfaktoren in den Zählern der Koeffizienten. 


1. Die Potenzreihe 


Zul Zi 
2 


1 


soll rationale Koeffizienten haben. Die beiden rationalen ganzen Zahlen 
s, und ti, seien teilerfremd (n= 0,1,2,...).. Es sind zwei Fälle möglich: 
In den von Null verschiedenen unter den unendlich vielen Zahlen 
Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 1/2. 2 
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| RE Pipe PERPRrGE RER TE ET SORE KREREINE AR 

gehen entweder nur endlich viele oder unendlich viele (rationale) Prim- 
zahlen auf. Je nachdem der erste oder der zweite dieser Fälle vorliegt, 
sage ich von der Potenzreihe ®(z), daß sie endlich viele oder daß sie 
unendlich viele Primfaktoren enthält. Ob die Potenzreihenentwicklung 
einer rationalen oder algebraischen Funktion endlich viele oder unendlich 
viele Primfaktoren enthält, das hängt, nach dem Eisensteinschen Satze, 
bloß von der Beschaffenheit der Zähler s,, S1; :.. 82, +.. ab. 

Ich werde einige einfache Operationen aufzählen, die aus einer 
Potenzreihe P(z), die nur endlich viele Primfaktoren enthält, eine neue 
Potenzreihe ®*(z) von derselben Eigenschaft entstehen lassen. 

1) Es sei P(z) ein Polynom mit rationalen Koeffizienten. Die 
Reihe 

P*(2)= Plz) + Pe) 
entsteht aus P(z2) durch Addition von P(2). | 
2) Es sei die Zahl a rational. Die Reihe 
P*(2)= aP(e) 
entsteht aus ®(z) durch Multiplikation mit «a. 
3) Es sei die Zahl 5b rational. Die Reihe 
P* (2) = P(bz) 
entsteht aus 9(z) durch Multiplikation der Variablen mit b. 
4) Es sei m eine natürliche Zahl. Die Reihen 


Po (2), Pı(2), Pe (2), --- Pn-ı (2) 
sollen nur endlich viele Primfaktoren enthalten. Übrigens können einige 
von ihnen auch identisch verschwinden. Die Reihe 

P*(2) = Pla”) + EP) + EP er) + +), 
die aus ihnen durch „Zusammensetzung“ entsteht, enthält auch nur end- 
lich viele Primfaktoren. 

Wenn übrigens die ursprüngliche Reihe ®(z) eine rationale Funk- 
tion darstellte, bzw. wenn die ursprünglichen Reihen ®, (2), 9, (2), -.- Pu_ı(2) 
sämtlich rationale Funktionen darstellten, so wird die durch irgendeine 
der Operationen 1) 2) 3)4) neu entstehende Reihe P*(2) offenbar wieder 
eine rationale Funktion darstellen. 

Die einfachste gebrochene rationale Funktion, deren Potenzreihe 
nicht unendlich viele Primzahlen enthält, ist wohl die Funktion 
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I =-1+2+ "tete, 
die Summe der geometrischen Reihe. Ich behaupte nun den 

Satz I. Jede rationale Funktion, deren Potenzreihe nur endlich 
‚ viele Primfaktoren enthält, entsteht aus der geometrischen Reihe durch An- 
wendung einer endlichen Anzahl von Operationen 1) 2) 3) 4). 

Anders kann man die in Satz I ausgesprochene Tatsache so for- 
mulieren: Der Gesamtheit @ sollen alle und nur diejenigen Potenzreihen 
angehören, die rationale Funktionen darstellen und nur endlich viele Prim- 
faktoren enthalten. Die Gesamtheit @ hat folgende Eigenschaften: 

I. Die Gesamtheit enthält die geometrische Reihe. 

II. Die Operationen 1)2) 3) 4) sind in ihr unbeschränkt ausführbar. 

Satz I besagt, daß @ die kleinste unter allen Gesamtheiten von 
Potenzreihen ist, denen die beiden Eigenschaften I und II zukommen. 

Es ist nützlich, die einfachsten Funktionen ins Auge zu fassen, die 
aus der geometrischen Reihe durch die Operationen 1) 2) 3) 4) entstehen. 


Durch Anwendung von 2) und 3) erhält man 





1—bz’ 
durch m-malige Anwendung von 2) (im allgemeinen mit verschiedenen 
a-Werten) und durch Anwendung von 4) entsteht 


a P(z 
Pr, I atrat tr HT ne 
wo also P(z) ein beliebiges Polynom vom Grade <m— 1 mit rationalen 
Koeffizienten bedeutet usw. 
Die Operationen 1) 2) 3) 4) einzeln durchgehend überzeugt man 
sich, daß mittelst deren aus der geometrischen Reihe nur solche ratio- 
nale Funktionen entspringen können, deren sämtliche Pole einfach und 








+2 


von der Form vr sind, wo a,b, n natürliche ganze Zahlen sind; so folgt 


aus Satz I das erste in der Einleitung ausgesprochene notwendige Kriterium. 

2. Man kann eine und dieselbe rationale Funktion auf verschie- 
dene Weisen aus der geometrischen Reihe durch Anwendung von 1) 2) 3) 4) 
erhalten. Es ist von Wichtigkeit, eine einfachste, normale Entstehungs- 
weise anzugeben. Dazu dient die folgende Bemerkung: Übt man die 
Operationen 2) 3) auf eine durch die Operation 4) entstandene Reihe aus: 
2° 
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ap* (bz) = aP,(b"2") + zabP, (b*2") + +. + 2tab"1P, ‚(b"z"), 
so kann man sich das Resultat auch so entstanden denken: Zuerst ver 
wandelt man die Reihen 

Plz), Pı(l2), --- Pn-ı (2) 
mittelst 2) und 3) in 
a%,(b” 2), abP(b"z),... ab""B9,_,(b"2), 
und dann erhält man a®*(bz) aus den letzteren m Reihen durch Anwen- 
dung von 4). Daraus geht hervor: Man kann die Entstehung einer 
Reihe aus der geometrischen mittelst 1) 2) 3) 4) immer so einrichten, daß 
jede Operation 4) nach sämtlichen Operationen 2) und 3) ausgeführt wird. 
Übt man andrerseits irgend eine der Operationen 2) 3) 4) nach einer Opera- 
tion 1) aus, so kann man sich leicht überzeugen, daß man zu demselben 
Resultate kommt, wenn man zuerst die betreffende Operation 2) bzw. 
3) 4) ausübt, und dann zu der neuentstandenen Reihe ein gewisses Po- 
lynom addiert, also eine Operation 1) ausführt. Mehrere Operationen 1) 
nacheinander ausgeführt, geben wieder eine Operation 1); also kann man die 
Entstehung einer Reihe aus der geometrischen mittelst 1) 2) 3) 4) immer 
so einrichten, daß nur eine einzige Operation 1) vorkommt, und diese wird 
nach allen übrigen ausgeführt. 
Unser Satz I behauptet also dies: Irgend eine rationale Funktion, 

deren Potenzreihe nur endlich viele Primfaktoren enthält, ist auf die 
folgende Weise aufgebaut: Man nimmt eine endliche Anzahl Funktionen 


A, (ig (dl, 
1-—b,.’1—b,2’ 1—b,2’ 


die aus — mittelst 2) und 3) entstehen, man setzt einige unter ihnen 


mit der Operation 4) zusammen, dann setzt man einige von den ent- 
stehenden rationalen Funktionen wieder mit der Operation 4) zusammen 
u. 8. f., bis man schließlich nach einer endlichen Anzahl von solchen 
Operationen 4) den Aufbau durch das Hinzufügen eines Polynoms mit 
rationalen Koeffizienten beendigt. 

Wollen wir Satz I beweisen, so genügt es, uns auf solche rationalen 
Funktionen zu beschränken, bei denen der Grad des Zählers niedriger ist, 
als der des Nenners. Denn es läßt sich irgend eine rationale Funktion in 
eine solche verwandeln durch Subtraktion eines Polynoms, das durch Di- 
vision auf rationalem Wege bestimmt wird. 
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Um Satz I zu beweisen, müssen wir zeigen, daß der eben aus- 
einandergesetzte Aufbau sich immer rückgängig machen läßt, wenn die 
Potenzreihe der rationalen Funktion nur endlich viele Primfaktoren enthält. 
Den letzten Schritt des Aufbaues, die darin vorkommende einzige Ope- 
ration 1), haben wir schon rückgängig gemacht, indem wir uns auf solche 
Funktionen beschränkt haben, die für z= x verschwinden. Um die 
übrigen Schritte rückgängig zu machen, müssen wir die rationale Funktion 
„zerfällen“. 

Zwischen der Potenzreihe 


a» 
P’e)= +2 ++. = Far 


v=() 


einerseits und den Potenzreihen 


u 
2 v 
P,(2) dig Tr Am 2 + dgm 2 | u Anl = d,n 2 


u 2 Ps v 
Y, (2) = TtUm?t+ a m2 + = 9 dır,m 2 


Pn-ı(2) = Am-ı + Am? + Amt = = An-1+,m? 
andrerseits besteht die Identität 
P*(2)= Polar) + 2P la) + + De). 
P*(z) ist aus BP, (2), Pı (2), ... P_ı(2) mittelst Operation 4) zusammenge- 
setzt. Ich werde sagen, daß P*(z) nach dem Modul m in die m Potenz- 
reıhen ®,(2), Pı (2), --. Pn_ı(2) „zerfällt“. 

Ich’ beweise in dieser Arbeit den 

Satz II. Wenn die Potenzreihe einer rationalen Funktion mit r 
verschiedenen Polen (r >2) nur endlich viele Primfaktoren enthält, so zer- 
fällt sie nach einem passenden Modul m in die Potenzreihen solcher m ratıo- 
nalen Funktionen, deren jede weniger als r verschiedene Pole hat. 

Enthält eine Potenzreihe nur endlich viele Primfaktoren, so enthält 
offenbar jede der m Potenzreihen, in welche sie mod. m zerfällt, wieder 
nur endlich viele Primfaktoren. Wird also Satz II als richtig angenommen, 
so folgt daraus, daß jede Potenzreihe, die nur endlich viele Primfaktoren 
enthält und eine rationale Funktion darstellt, nach und nach in eine end- 
liche Anzahl solcher rationalen Funktionen zerfällt werden kann, die nur 
einen einzigen Pol haben. Dieser einzige Pol muß nun von der ersten 
Ordnung sein, denn es besteht der 
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Satz III. Wenn eine rationale Funktion R(z) für z= x ver- 
schwindet, nur einen Pol hat und ihre Potenzreihenentwicklung nur endlich 
viele Primfaktoren enthält, so ist diese rationale Funktion 


wo a,b rational. 

Bestehen also die Sätze II und III, so ist Satz I als richtig 
erwiesen. 

3. Die rationale Funktion R(z) soll für 2= oo verschwinden und 


sie soll den einzigen Pol 2 -! von der Ordnung m besitzen (w +0), d. h. 


es soll 
= . BE Bad 1... RE 
i-st ü-eg" ro 
En #0 
sein. Die Potenzreihenentwicklung von R(z) läßt sich am einfachsten 


schreiben, wenn man das Polynom (m — 1)-ten Grades 
—1 
Pix) =, + et Ei u N "RE ya Mm 


m—1 
= +++ HE lat 2)+ + et ld... @t+m-1) 
einführt. Es ist nämlich 


R(e) = 








Ri) = Z P(v)a*r”. 
Sind die Koeffizienten von R(z) rational, so ist w rational, und 


die Koeffizienten «,, &,,... %,_, sind ebenfalls rational. Die ganze Zahl «a 


sei so bestimmt, daß sämtliche Zahlen 
% a Am 
2° m—1! 


ganz sein sollen. Die Potenzreihenentwicklung 
aR(-)= ZaP(v)z 


v0 
hat ganzzahlige Koeffizienten und enthält dann und nur dann endlich 
viele Primfaktoren, wenn dies für die Potenzreihenentwicklung von R(z) 
der Fall ist. 
Satz III behauptet also: Wenn m>2, d.h. wenn m—1>1, 
kurz wenn das Polynom «aP(z) keine Konstante ist, so können die ganzen 


Zahlen 





a, 


aP(0), aP(1), aP(2), aPß3),... 
nicht aus endlich vielen Primfaktoren aufgebaut sein. 
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Ich will zur Bezeichnung dieser Sachlage eine kurze Ausdrucksweise 
einführen. Es sei F(x) eine ganzwertige Funktion, d. h. es sei eine solche 
Funktion, die für z= 0,1,2,3,... rationale ganze Zahlenwerte annimmt. 
Eine (rationale) Primzahl p heißt ein „Primteiler von F(z)‘“ dann und 
nur dann, wenn es einen rationalen ganzzahligen Wert x = v gibt (v>0), 
so daß F(v)>0 und F(v) durch p teilbar wird. Mit dieser, übrigens 
althergebrachten Ausdrucksweise läßt sich Satz III so aussprechen: 


Satz III. Jedes Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, das 
keine Konstante ist, hat unendlich viele Primteiler. 

Satz III’ ist längst bekannt. Ich beabsichtige, auf seinen Beweis 
unter 4. zurückzukommen. — 

Verschwindet die rationale Funktion R(z) für z= o und hat sie r 


verschiedene Pole ln 2, so läßt sich ihre Potenzreihe so schreiben 
1 2 r 
(1.) R(@)= EZ F(v)z, 


wo 
F(x2)=P,(@)wi + P,(2)w+ + P,(x)o 
ist, und P,(z), Pr(x),... P,(z) Polynome vom Grade m,—1, bezw. 


Ms —1,...m,— 1 sind, wenn m,, M,, ...m, die bezüglichen Ordnungen der 

Pole 2= n, 2, Ber bedeuten. Umgekehrt, ist keines der Polynome 
1 2 r 

P, (x), P,(«),... P,(x) identisch = 0, und sind die r Zahlen w,, w,, ... w, alle 

voneinander und von 0 verschieden, so ist die durch die Formel (1.) de- 


finierte Funktion R(z) eine rationale Funktion, die für z= co verschwindet 


und r verschiedene Pole 2= —, —, sp hat. 
@ı:. @s Wr 


Aus dem Gesagten folgt sofort: Die Potenzreihe einer rationalen 
Funktion, die für z2= oo verschwindet, zerfällt nach irgend einem Modul 
m in m Potenzreihen, die wieder für 2=oo verschwindende rationale 
Funktionen darstellen. 

In der Tat, setzen wir 


F,(2) = F(h+ mx) = wWP,(h+ ma)wf” + +: + w; P,(h+mzx)w/” 
(2.) R,(z) -2 Fu)z 
(h=0,1,2,3,...m—1) 
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so daß die Identität in 2 | 
R (2) = Ro(2*) + zB(2") +++ Ru_,(2”) 
zwischen der Funktion (1.) und den eben definierten (2.) besteht, so sind 


die Funktionen R,(2), R,(2),... R„(z) rational, und sie verschwinden für 


z= co. Sind die r Zafllen wf, w%,... w” alle verschieden, so hat jede dieser 
BR 1 


m Funktionen r verschiedene Pole, nämlich die Pole 2=—, mr gm 
Gibt es unter den Zahlen w}', w$,.... w” zwei oder mehr gleiche, so wird 
jede der m Funktionen R,(2), R,(2),... R„(z) weniger als r verschiedene 


Pole haben, und einige unter ihnen können sogar identisch verschwinden. 


Ist = wf, so ist = eine m-te Einheitswurzel. So ergibt sich der für 


unseren Zweck sehr wichtige Satz: Die Potenzreihe einer rationalen Funk- 


tion, die r verschiedene Pole , n < - hat, zerfällt nach dem Modul m 
1 r 


dann und nur dann in solche Potenzreihen, deren jede weniger als r Pole 
hat, wenn es unter den r Zahlen w,, w,, ... w, 2wei verschiedene w, und w, 
gibt, deren Verhältnis eine m-te Einheitswurzel ist. 

Was behauptet also Satz II? Satz II behauptet, daß die ra- 
tionale Funktion R(2), wenn ihre Potenzreihe nur endlich viele Prim- 
faktoren enthält, sicherlich zwei verschiedene Pole haben muß, deren 
Quotient eine Einheitswurzel ist. Oder, was dasselbe ist, Satz II be- 
hauptet dies: Wenn die rationale Funktion R(z) keine zwei Pole hat, 
deren Quotient eine Einheitswurzel ist, so enthält die (als rationalzahlig 
vorausgesetzte) Potenzreihenentwicklung von R(z) unendlich viele Prim- 
faktoren. | 

Sind die Koeffizienten der Potenzreihe (1.) rationale Zahlen, so 
ist die rationale Funktion R(z) der Quotient zweier Polynome mit ganz- 
zahligen Koeffizienten, und die Zahlen w,, w,,.... w,, die reziproken Wurzeln 
des Nenners von R(z), sind algebraische Zahlen. Ebenso sind die Koeffi- 
zienten der Polynome P,(z), P,(x),... P,(z) algebraische Zahlen. Jede 
algebraische Zahl ist der Quotient einer algebraischen ganzen Zahl und 
einer rationalen ganzen Zahl. Daher können wir zwei rationale ganze 
Zahlen a und b (a>0,5>>0) so bestimmen, daß alle Koeffizienten der 
Polynome 


aP, (2), aP;(®),... aP,(«) 
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und alle r Zahlen 


Di ee 


algebraische ganze Zahlen werden. Dann wird die Funktion 
aF(x)b’=aP,(2)(w,b)”+---+ aP,(z)(w,b)” 
für = 0,1,2,3,... rationale ganze Zahlen darstellen, d. h. sie wird eine 


ganzwertige Funktion. 
Die beiden Potenzreihen 


R(2)=& F(v)z und aR(b2)= ZaF(v)b'z 


enthalten nun zu gleicher Zeit unendlichviele oder endlichviele Prim- 
faktoren. Überlegt man dies alles, so erkennt man, daß Satz II gleich- 
bedeutend ist mit 

Satz Il’. Die Zahlen w,, w,,...w, und sämtliche Koeffizienten der 
Polynome P,(x), P,(x),... P,(x) seien ganze algebraische Zahlen, und die 
Funktion 

(3.) F(x) = P,(&)wi + P;(2)wg + ++ P,(z) w} 

sol für = 0,1,2,3,... rationale, also rationale ganze Zahlenwerte annehmen. 


Ist keines der he Verhältnisse 





(),4 sg Or Ws Wr Wr 
DE er, yo 2 su BEniE me a... zul 
@, Wo, @, @3 @)2 @r—1 


einer Einheitswurzel gleich, so hat die Funktion (3.) unendlich viele Prim- 
teıler. 

In der Aussage des Satzes IT’ ist stillschweigend vorausgesetzt, daß 
r>2 ist, daß keine der Zahlen w,, w,,.... w, verschwindet und keines der 
Polynome P, (x), P, (x), .... P,(x) identisch verschwindet. 

Mit Satz Il’ wird also auch Satz I bewiesen sein. Umgekehrt, 
Satz II’ enthält den wichtigsten Teil von Satz I, und in seinem Beweise 
konzentrieren sich alle wesentlichen Schwierigkeiten des Problems. 

4. Satz III’ ist, wie gesagt, wohl bekannt. Sein üblicher Beweis 
stimmt im wesentlichen überein mit dem klassischen Verfahren Euklids, 
wodurch er die Existenz unendlich vieler Primzahlen dargetan hat, und 
verläuft so: Da das Polynom 

P.e)=w,+q4r-+-- 
keine Konstante ist, gibt es gewiß ganzzahlige Werte von x, für welche 
Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 1/2. 3 
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P(x) nicht verschwindet. Man kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
annehmen, daß 
P(0)=w=>0. 
Es führt zu einem Widerspruch, anzunehmen, daß P(x) nur die Primteiler 
Pı, Pe,...P; hat. Denn jeder Primteiler des Polynoms 
(4.) P(Pı Pz «.. Pı@g%) 


do 

ist Primteiler von P(xz). Das Polynom (4.) wird aber bei keinem ganz- 
zahligen Wert & durch eine der Primzahlen p,, Ps, ... ?, teilbar, da doch 
sein Wert =1(mod.9,?,,...p,) ist. Es gibt aber ein ganzzahliges z, 
für welches der Wert von (4.) von allen drei Zahlen 0,+1,—1 ver- 
schieden ausfällt, also durch eine Primzahl g teilbar ist; so hat not- 
wendigerweise (4.) und damit P(x) einen von 9,, Ps, ...p, verschiedenen 
Primteiler g. 

Man beachte folgende Wendung dieser klassischen Schlußweise: 
Es sei angenommen, daß P(xz) nur die Primteiler 2,, ?2,...7?, hat. Es 
sei a ein ganzzahliger Wert, so daß 

P(a)>0 

ausfällt, und pfı?, 95',... 27°! seien die höchsten Potenzen von 9,, bzw. 
VON Ps, ++. P, die in P(a) aufgehen, so daß 

P (a) #0 (mod. 9%"), P (a) #0 (mod. 2%*),... Pa) #0 (mod. x/"). 
Man setze 





=1+ 49P:-.PMTH+ 


d= pi" P2" +... DM". 
Es ıst für i{=1,2,8, ... 

P(a+dt) = P(a) #0 (mod. pi"), ... P(a-+ dt) = P(a) #0 (mod. p/"), 
und da P(a--dt) außer 9,, Ps, ...?, durch keine andere Primzahl teilbar 
sein soll, ist notwendigerweise 

(5.) ‚Pla+d) <pe p... m 
für t=1,2,3,.... Wenn aber P(x) keine Konstante ist, so muß P(z) 
bei genügend großem x jeden vorgegebenen Wert übersteigen, und das er- 
gibt einen Widerspruch mit (5.). 

Mir gelang es nun, eben diese zweite Wendung des Beweises von 
Satz III’ sinngemäß zu verallgemeinern. Ich will die Zwischenstufen 
dieser Verallgemeinerung nicht völlig verwischen, und ich will daher zu- 
erst folgenden leichter zugänglichen speziellen Fall des Satzes Il’ be- 
weisen. 
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Satz II”. Es seien b,,b,,...b, voneinander verschiedene rationale 
ganze positive Zahlen 
(6.) 0<bh<b,<..<b, 
und die Polynome P,(xz), P,(x),.... P,(xz) sollen rationale ganze Koeffizienten 
haben. Dann hat die Funktion 


(7.) F(«)= Pı(a)bi + Pa); + --- + P,(a)b: 
unendlich viele Primteiler. 
Es ist wieder stillschweigend vorausgesetzt worden, daß 


r>2, P,(x) #0. 

Ich kann ohne Beschränkung voraussetzen, daß die Zahlen 
b,,b,,...b, relativ prim sind. Denn wäre der größte gemeinsame Teiler 
der Zahlen b,,b,,...b, 

(b,du..0)=d4>1, 


so genügte es, von der ganzwertigen Funktion 


Fi)ad"= Pa) + BE) ++ Be) (&) 
nachzuweisen, daß sie unendlich viele Primteiler hat. 

Wächst z durch positive Werte ins Unendliche, so strebt F(x) 
auch gegen + co. Dasselbe gilt allgemeiner von den Funktionen 

(8.) b; P(a))—bi, Pı() — + —b|Pı(@)| 
= 1,2,.:.F) 
und man kann daher einen positiven ganzzahligen Wert z= a finden, für 
den alle Ausdrücke (8.) positiv ausfallen. 

Es sei nun angenommen, daß die Funktion (7.) nur endlich viele 
Primteiler 9,, ?,, ...?9, hat. Die ganzen Zahlen b,, b,,...b, zerfallen, mod. p, 
betrachtet, in zwei Klassen: in die erste Klasse gehören diejenigen, die 
durch p,; teilbar sind, in die zweite Klasse diejenigen, die durch p, nicht 
teilbar sind. Die erste Klasse kann eventuell leer sein, aber die zweite 
Klasse enthält gewiß einige der Zahlen db, sagen wir b,,b., ... B; 


k 
(, <<... <t,), denn nach unserer kürzlich gerechtiertigten An- 


nahme ist 
(b,, b,, ... b,)= . 


Ich setze 


B,(2)= P,(@)bi + P,(@)bl, + ---+ P, (a)bi. 
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Es ist 
'2,(a)| >85 |P,(a)|— 5, ‚|P, ‚(a)|-+--—bu|P,(e 
1 


>b,P: ‚az b,|P,(a)| 


| 
>0, 
da doch für = «a alle Ausdrücke (8.) positiv ausfallen. Die ganze Zahl 
P,(a) ist also von O0 verschieden. Es sei 9" die höchste Potenz von 7,, 
die in ?,(a) aufgeht, d.h. es sei 
D,(a) = 0 (mod. pi), P,(a) #0 (mod. 95"). 
Denken wir uns alle Funktionen 2,(x), B,(z),... ®,(x) und alle 
Zahlen m,, m,, ... m, auf die besagte Weise bestimmt, und setzen wir 
d= pr. PM)... (M—1). 
Erteilen wir 2 die Werte {= 1,2,3,.... Es ist 
(9.) P,(a+ dt)= P;(a) (mod. p}'), 
da dt durch p%” teilbar ist. Ist 
b,#0 (mod. 7,), 
so ist 
(10.) bir“ = bi (mod. 9%), 
da doch di teilbar ist durch 
PT = pP). 
Ist hingegen 
b,=0 (mod. »,), 
so ist 
(11.) bir“ = 0 (mod. 95"), 
da 
a+d>d>pi>m, 
ist. Aus (11.), (9.), (10.) folgt nun nacheinander 
F(a+di)=#,(a+di)=#,;(a) #0 (mod. p'). 
Die ganze Zahl F(a+ dt) kann also höchstens durch die (m, — 1)-te, bzw. 
(m; — 1)-te, ... (m, — 1)-te Potenz von 9,, ?5,...?, teilbar sein. Da sie 
durch keine andere Primzahl teilbar sein soll, folgt 
|Fla+ dt) | Sep... 
für {=1,2,3,..., ein offenbarer Widerspruch, da doch 
lim | F(@)| =+. 


z= +8 
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Somit ist Satz II’’” bewiesen. Die Beweisidee, die wir nun schon 
an zwei Beispielen erläutert haben, muß aber eingehend umgearbeitet und 
ausgebildet werden, bevor sie zum Beweise des vollen Satzes IT tauglich 
wird. Es gilt hauptsächlich zwei Schwierigkeiten zu überwinden. Erstens 
muß die Befreiung der Zahlen b,,b,,...b, vom größten gemeinsamen Teiler 
mittels einfacher Division im Falle der allgemeinen algebraischen Zahlen 
0, %;,...%,, die in (3.) auftreten, durch einen umständlicheren Prozeß 
ersetzt werden. Zweitens sind die Wachstumsverhältnisse der allgemeinen 
Funktion (3.) viel verwickelter als die der speziellen Funktion (7.). Dieser 
Komplikation muß durch eine ganze Reihe von Hilfssätzen Rechnung ge- 
tragen werden (vgl. unter 6). 

Beachtet der Leser diese Bemerkungen, so wird er den Leitfaden 
der nun folgenden etwas längeren Schlußreihe nicht verlieren. 

5. Hilfssatz I*). Die elementaren symmetrischen Funktionen der r 
ganzen algebraischen Zahlen w,,w,,...w, sollen sämtlich rational (also ru- 
tional ganz) sein. 

Es existiert dann eine natürliche ganze Zahl e, so daß der größte 
gemeinschaftliche Teiler von wi, w5,...w; eine rationale ganze Zahl ist. 

Die elementaren symmetrischen Funktionen C\,, C,,... C, von 
0,,@,,...@, sind durch die Identität in u 

(v— o)(u—w)...(u—o)=wW— Our’ +(0,W”— ++ (— 1) C, 
definiert, und sie sind, gemäß Voraussetzung, rationale ganze Zahlen. 

Nach der Theorie der algebraischen ganzen Zahlen existiert eine 
ganze Zahl Ö, so daß die r Zahlen 


@;, ’ ‚_® 


f 2 
u et ee 


ganz sind und 1 zum größten gemeinschaftlichen Teiler haben. Die 
Zahlen w|, w;,...w,; genügen der Gleichung 


r C, r— © r—2 r C, 
(12.) "3% tz —...+(—]) y=.. 
Di C, 0, C, * * » 
ie Zahlen get y sind ersichtlich ganze Zahlen. 


Es sei die rationale ganze Zahl d der größte gemeinschaftliche 
Teiler der r Zahlen 


*) Vgl. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkörper, S. 247—249. 
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r! 


r! r! 
01, 0,0... 
Da die Zahlen 


r! rl r! r 

O,\! Or 70,\8 02 ON... & 

VER 
ganze Zahlen sind, muß d”' in d aufgehen. Ich behaupte, daß - eine 


Einheit ist. 
Angenommen, es wäre nicht so, dann betrachten wir einen Körper X, 
der die r+1 Zahlen w,, w,,...w, und Ö enthält. Jedes Primideal dieses 


Körpers K, das in = aufgeht, müßte alle Zahlen (13.), folglich alle Ko- 


r! 


effizienten der Gleichung (12.), folglich alle Zahlen w/”, w/, ... w/" und daher 
endlich alle Zahlen w;, w,,...w, teilen. Letzteres ist sicherlich ausge- 
schlossen, da | | 

(0, 0,...0,) =1. 


Daher ist :*. cine Wiekeii'and ie Table 


or! 
wi, wi, wi 
haben zum größten gemeinschaftlichen Teiler die ganze rationale Zahl d, 
w. z. b. w. 

Bezeichnen wir mit e den kleinstmöglichen Wert (e>1), für den 
(wi, @%, ... @%) rational wird, so ist e nach dem Vorangehenden ein Teiler von r!. 
Im allgemeinen ist e >|. 

Kehren wir nun zu unserer Funktion (3.) zurück. Die elementaren 
symmetrischen Funktionen der in (3.) auftretenden Zahlen w,, w,, ... @, 
sind rational, denn diese r Zahlen sind die verschiedenen Wurzeln des 
Nenners der rationalen Funktion 


Re) E Fe, 


v=0 


die rationale Entwicklungskoeffizienten hat und folglich der Quotient 
zweier Polynome mit rationalen Koeffizienten ist. Hilissatz I ist also 
anwendbar, und es sei die rationale ganze Zahl d der größte gemeinschaft- 


liche Teiler der Potenzen w|, w;, ... @,. 
Die e Funktionen 


F(h+ex)d”"= wP,(h+ e2)(4)+ „++ wi P,(h+ ex) (=) 
(h=0,1,2,..r—1) 


; 2 1 SF SR RB NE) 
NR Da nl a 


PEEEIEUE NN EERNENEENE A EEE EEN 
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sind ganzwertig, und ihre Primteiler sind die Primteiler der Funktionen 
(3.). Die ganzen Zahlen 
wo, @; © 
U A 3 
erfüllen die Bedingung, daß der Quotient von irgend zweien keine Einheits- 
wurzel ist, und überdies ist 


e e 
wi 0; Ar 


Fr ERäklr 0 
Es genügt uns also, Satz Il’ unter der Annahme zu beweisen, daß 
O; We, ... w, teilerfremd sind. 

6. Ich beweise nun eine Reihe von Hilfssätzen, die ich dann 
später in umgekehrter Reihenfolge zur Anwendung bringen will. 

Hilfssatz II*). Die rationale Funktion R(z) soll im Innern des 
Einheitskreises keine Pole haben, am Rande des Einheiskreises nur Pole 
erster Ordnung, und die Koeffizienten a,, 4, Gy, .»-. Ay, ... ihrer Potenzreihen- 
entwicklung 

R(2)=a,+ 4,2+ a32” +4 --» 
seven rationale ganze Zahlen. — Dann ist 
P(z 
(14.) Re)= 

wo P(z) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten bezeichnet. 

Sind die Pole von R(z) am Einheitskreise er, ... e'* (p, Par +: + Pr 
reell), so ist 


se. SUSE SE. 








+3 b„2”, 


1— zen 10 
wo & 
(15.) lim b, = 0. 


n=w 


4,= B, erirın + B,e'#" + BER + B,e "9" nn b, 
u<|Bi+ Bit. + B, + bb. 
Wegen (15.) ist also die Folge 


(16.) gs Up Bar o00 App oo» 





*) Vgl. Falou, Sur les series entieres A coefficients entiers, Comptes Rendus, 
Bd. 138 (1904, 1) S. 342—344. Landau, Solution de la Question 1852 (Laguerre), 
Nouvelles Annales, Bd. 3, 4te Folge (1903). 
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beschränkt. Da nun alle Zahlen (16.) rational ganz sind, gibt es unter 
ihnen nur endlich viele verschiedene. 
Es genügt, den Fall zu betrachten, wo alle «>00 sind. Denn 


die beiden Reihen 
R (2) 


sind zugleich von der Form (14.) oder nicht, und, da die Zahlen (16.) 
ein Minimum besitzen, läßt sich die natürliche ganze Zahl m immer so 
bestimmen, daß die letztere Reihe keine negativen Koeffizienten hat. 
Es sei also g—1 das Maximum der positiven Zahlen a,, a,, 43, ..- 
0 = An < 9—1. 
Da R(z) der Quotient zweier Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten 
ist, muß die Zahl 





R()=ant+ 444 

rational sein. Sie ist im g-adischen Ba aufgeschrieben, und daher muß 
die Folge ihrer Ziffern a,, @,, @, ... von einem gewissen Gliede an periodisch 
sein. Ist die Länge dieser Periode h, so ist R(z) von der Form (14.), 
w.z.b. w. — 

Betrachten wir die Potenzreihenentwicklung einer rationalen Funktion 

(17.) Re)=w+a2 ++... 

Es sei s der Grad des Nenners von R(z), wobei R(z) als der Quotient zweier 
teilerfremder Polynome gedacht wird. Die Zahl s ist also die Summe 
der Ordnungen aller (im Endlichen liegenden) Pole von R(z). Ich be- 
trachte die Größe 


rt 
TEURER VERRAT 0 ” 


4,= Max (ja On) B ,lapıl,  [An4s-1])- 
A, heißt also der absolute Betrag des ER größten unter den s suk- 
zessiven Koeffizienten @,, @,41, dn43 +++ @u4s_ı der Reihe (17.). Sei o der 


Konvergenzradius der Reihe (17.). Ich ee den 
Hilfssatz III. Es ist 


(18.) lim YA,=:. 


n=o© 


a |- 


Es ist evident, daß 


(19.) lim YA, = 


n=» 


und der springende Punkt des Hilfssatzes 111 ist eben der, daß der Grenz- 
wert (18.) existiert. 
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Hilfssatz III ist offenbar richtig in dem Falle, wo an dem Konvergenz- 
kreise von (17.) nur ein Pol z= oe‘? u. zw. von der ersten Ordnung liegt. 
Dann ist nämlich 


(20.) 








wo die Reihe =Zb,2” für |2|= e konvergiert, wo also 





lim b,0" = 0. 


n=n 






Es ergibt sich aus (20.) 
r A _ Ae"r + bug" 















folgt. Nun beweist 
lim YA, > lim Ya, = - 


n=o 








n=x& 


zusammen mit (19.) die Gleichung (18.). 
Auf den eben behandelten speziellen Fall läßt sich nun der all- 
gemeine Fall folgendermaßen zurückführen: Es sei k die Summe der Ord- 

















nungen derjenigen Pole von R(z), die am Rande des Konvergenzkreises 
'2|=oe liegen. Es ist k<s. Es läßt sich ein Polynom (k — 1)-ten Grades 


kl + c, ge? 4 0,2? + .. + &:. 
so bestimmen, daß die rationale Funktion 
"+++ ,)Rle) = Er "la 4 0a tr + rn) 


nur einen Pol erster Ordnung am Kreise |2|=.o hat. Daher ist 





2: 1 
lim Ya. + Any Ft 1 n4-i) = @ 


n=o 


Es ist aber 


Wen (1+ja.|+.-+lo1|) 4, 
woraus 








l+lel+- +a-ıl 0 





lim YA, > Iım 


n=» 


" Ay + 6 An+1 + ++ G—1 Ay+k—1 | “R 1 





n=oX 


folgt, was zusammen mit (19.) den vollen Hilfssatz III ergibt. 
Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 1/2. 
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Hilfssatz IV. Esseio=1, und R(z) soll am Kreise |z2| = 1 minde- 
stens einen Pol haben, der nicht von der ersten Ordnung ist. Dann ist 
| lim A,=+x., 


no 


Man betrachte zuerst den speziellen Fall, wo R(z) am Kreise 
z2|=1 nur einen Pol z=e®, u. zw. von der Ordnung 2 besitzt. Dieser 
Fall ist leicht zu erledigen und übrigens auch wohl bekannt. Den all- 
"gemeinen Fall, wo die Summe der Ordnungen aller am Einheitskreise lie- 
genden Pole von R(z) etwa k ist (2<k<{s), führt man auf den er- 
wähnten speziellen durch Multiplikation mit einem geeignet gewählten 
Polynom (k — 2)-ten Grades zurück, also mit Hilfe des im Beweise von Hilfs- 
satz III angewandten Kunstgriffes. 

Betrachten wir nun eine Funktion 

® (a) = P,(@)wi + Px(&)w + ++ Pı(@)o; 
der ganzzahligen Variablen x, wo P, (x), P,(x),... P,(x) Polynome bedeuten, 
deren Koeffizienten algebraische ganze Zahlen sind, und wo die Zahlen 
0, @g, ... @, ebenfalls algebraische ganze Zahlen sind. Es sei K ein Körper, 
der alle diese ganzen Zahlen enthält, und p ein in keiner der Zahlen 
0,0, ...@, aufgehendes Primideal des Körpers X. 


Es sei vorausgesetzt, daß keines der nn Verhältnisse 


@2 Ws Ok Wz3 Ok (dk 


en a a 
einer Einheitswurzel gleichkommt. Unter dieser Bedingung besteht der 
Hilfissatz V. Es sei eine arithmetische Progression 
(21.) a,a+d, a+2d, a+dd,... 
vorgegeben, deren Anfangsglied. a und Differenz d natürliche ganze Zahlen 
sind. Dann läßt sich eine arithmetische Progression 
(22.) u, Mattd, a+r2d, Wt+d3d,... “>00 
deren jedes Glied auch ein Glied der Progression (21.) ist, und eine natür- 
liche ganze Zahl m finden, so daß 
& (a, + td,) #0 (mod. p”) 
wird für t=0,1,2,3,.... 
Ist jedes Glied von (22.) in (21.) enthalten, so existieren zwei 
verschiedene nicht negative rationale ganze Zahlen u und v, so daß 
„,=a+tud, a+d=a+vd, 


also ' 


ERSTE: 


ee" 
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d, = (v— u)d, 
d. h. ein Multiplum von d wird. Ich werde die Progression (22.) kurz 


als eine „Teilprogression“ der arithmetischen Progression (21.) bezeichnen. 
Die %k Zahlen 


d d d 
0, 0, ... 0, 


sind alle voneinander verschieden, denn wäre w/= w*, so wäre a 
d-te Einheitswurzel. Daraus folgt, wie den Ausführungen unter 3 zu 
entnehmen ist, daß die Funktion 
P(a+zd) = wiP,(a+z2d)wi”+:-:-+w£P,(a + xd) wi 
nicht für jeden Wert 2=0,1,2,3,... verschwinden kann. Es sei also 
P(a+ud) +0. 


eine 


Ich setze 
a+ud=a,. 
Es sei 9”"" die höchste Potenz des Primideals p (m >1), die in der dem 
Körper K angehörigen ganzen Zahl P(a,) aufgeht, so daß 
P (a,) #0 (mod.p"”). 
Ich setze 


wo N (p") die Norm von p” und 


m\ _ m 2 


bedeutet. 

Man gebe der Variablen i die Werte {=0,1,2,3,.... Es ist 

P,(a, + td) = P;(a,) (mod.p"), 
da td, teilbar durch N (p”), also durch p” ist. Es ist ferner 
with — wi (mod. p”), 
da id, teilbar durch Y(p”) und, nach Voraussetzung, 
©, #0 (mod.p) 
ist. Daher ist 
(a, + 1tdı)= B(a,) #0 (mod. p”), 

w.2z.b. w. 

7. Nun ist ersichtlich, wie der Beweis für Satz II’, für den Haupt- 
satz dieser Arbeit, zu führen ist. 

Es sei K ein Körper, etwa der kleinste Körper, der alle in (3.) 


auftretenden ganzen Zahlen, also alle Koeffizienten von P, (x), P;(z),... P,() 
4* 
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und die Zahlen w,, w;,....w, enthält. Es sei angenommen, daß in den 
von Null verschiedenen unter den Zahlen 
F(0), F(1), F(2),... F(n),... 
nur endlich viele Primideale von X, nämlich die Primideale pı, >, ...p, 
aufgehen. 
Die Zahlen w,, w,,...w, können, auf Grund der Ausführungen 
unter 5., als teilerfremd vorausgesetzt werden. Sie verteilen sich, mod. p, 
betrachtet, in zwei Klassen: erstens diejenigen, die durch p, teilbar sind, 
und zweitens diejenigen, die durch p, nicht teilbar sind. Die erste Klasse 
kann leer sein, aber die zweite Klasse muß einige der Zahlen w,, w,, ... w, 
in ++ @,. Ich setze 
P,(a)= Pk), +P,@)w, +++ P,(@)o;,. 
Die Funktion 2,(x) genügt ın bezug auf p, den dem Hilfssatze V voraus- 
geschickten Bedingungen. — Ist die natürliche Zahl > m, so ist 
F()=®,(®) (mod. pp). 
Ich bezeichne mit s—r die Summe der Grade aller Polynome 
P,(2), P;(x),... P,(xz). Anders gesagt, s ist der Grad des Nenners der 
rationalen Funktion | 


enthalten, sagen wir die Zahlen w,, w w 


R(2) = ZF(n)z'. 


Gemäß Hilissatz V greife man aus der arithmetischen Progression 
0, 8, 28, 38,...N08, ... 
eine Teilprogression | 
4, td, a,+ 2d,, a,+3d,,... 
heraus, und man bestimme die natürliche ganze Zahl m,, so daß 
P, (a, + td,) #0 (mod. p}':), 
wobei der Variablen i, wie immer im folgenden, die Werte t=0,1,2,3,... 
zuerteilt werden. . 
Man greife aus der arıthmetischen Progression 
4, a +d,, a,+2d, a,+3d,,... 
eine Teilprogression 
As, td, + 2d,, a + 3d,,... 
heraus, und man bestimme m, so, daß 
P,(a, + d,t) #0 (mod. p}*) 


usf. 
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Nach / Schritten hat man eine arithmetische Progression 
(23.) 4 u +d, %+2d, + 3d,... 
und 2 ganze Zahlen m,, m,,...m, von folgenden Eigenschaften bestimmt: 
Die Progression (23.) ist als Teilprogression in der arithmetischen 
Progression 
0,8, 28,38, 48,... 
enthalten. 
Es ist 
P,(a,+ td,) #0 (mod. 9’) 
(= 0,1,2,3,..; j=1,2,3,...}). 
Ist a, + td, größer als die größte der Zahlen m,, my, ... m,, so ist 
(24.) F(a,+td)=P,(a, + td,) #0 (mod. p’"). 
\ Es seien nun 
| Pı > Pa; ++» Pı 
die natürlichen Primzahlen, die bzw. unter den Zahlen der Primideale 


Pı: Pa, +++ P, 
enthalten sind. 7,,Ps,...9, brauchen nicht alle verschieden zu sein. Ist 
x eine natürliche ganze Zahl, so ist F(x) bloß aus den Primfaktoren 
Ps Pa, --.P, zusammengesetzt. Es folgt aus (24.), daß 

(25.) F (a,+ td,) #0 (mod. p/"). 
Die linke Seite von (25.) soll aber außer 9,,P,...p, durch keine Prim- 
zahl teilbar sein, also folgt aus (25.) 
! Fla,+td)| <mip"..p. 
Ich setze der Kürze halber 
= A,d=D. 
Unser Resultat lautet also: Die unendliche Folge 
F(4), F(A+D), F(A+2D), F(4+3D),... 
ist beschränkt. 
Durch das beschriebene Verfahren greife man aus der arithmetischen 
Progression 
1+4, 1+4+D, 1+4+2D, 1+4+3D,... 
eine Teilprogression 
1+4, 1+4’+D‘, 1+4'+2D', 1+4’+3D‘,... 
heraus, von der Eigenschaft, daß auch die Folge 
F(1+4’), F(1+4’+D'), F(1+4’+2D'),... 
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beschränkt ist. Und so gelangt man nach insgesamt s Schritten (oder in 
kleinere Schritte zerlegt, nach insgesamt Zs Schritten) zu s unendlichen 
arıthmetischen Progressionen 
AD, An, Den, A» +L2DeD,,.. 
1 + A, 14+ A994 De, 1 +49 + 2DV,... 


(26.) 


mit der gemeinsamen Differenz D“- und von der Eigenschaft, daß die 
Menge der Werte, die die Funktion F(z) annimmt, wenn man x alle Werte 
der Tafel (26.) zuerteit, beschränkt. ist. 
Nennt man 
F„= Max (F(n), F(in+1),...F(n+s-—1)), 
so folgt daraus, daß lim F, endlich ist. 


n=n 


Die. Funktion 


. 


R(z) = EF(n)?' 


ist aber eine rationale Funktion, deren Nenner vom Grade s ist. Wendet 
man die Hilfssätze III, IV, II (in dieser Reihenfolge) auf die Funktion 
R(z) an, so erhält man nacheinander: R(z) hat keine Pole im Innern 
des Einheitskreises — R(z) hat am Rande des Einheitskreises nur Pole 
erster Ordnung — alle Pole von R(z) sind gewisse h-te Einheitswurzeln; 
und da liegt der Widerspruch. Denn AR(z) hat wenigstens zwei verschie- 
dene Pole, und das Verhältnis dieser beiden Pole müßte selbst eine h-te 
Einheitswurzel sein, entgegen unserer Voraussetzung, daß keines der Ver- 


hältnisse = einer Einheitswurzel gleich ist. 
k 


Der Widerspruch löst sich nur dann, wenn man zugibt, daß F(x) 
unendlich viele Primteiler hat, w. z. b. w. 

8. Ich will einige Anwendungen der vorangehenden Resultate kurz 
erwähnen. . 

Man kann leicht folgende Aufgabe erledigen: ‚Alle rationalen Funk- 
tionen R(z) zu finden, deren Nenner nur reelle Wurzeln hat und deren 
Potenzreihenentwicklung nur endlich viele Primfaktoren enthält“. 

R(z) ist nämlich entweder von der Form 


(27.) 





1—bz 








Be 
. en nn ans] 








en 
ee 
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(a,b rational) oder von der Form 
a az 
(28.) a + IV 
(a,a’ rational, b, b’ rational und positiv), oder es unterscheidet sich von 
einer der beiden Funktionen (27.) (28.) nur um ein additives Polynom. 

Die Anwendung des Satzes II’ (es genügt schon II”) auf die 
Funktion | 
F (x) = 2""— m 
ergibt den Satz: Es gibt unendlich viele Primzahlen, für welche eine 
vorgegebene Zahl m n-ter Potenzrest ist. Letzterer Satz folgt übrigens 
auch aus der Existenz unendlich vieler Primzahlen in arithmetischen Pro- 
gressionen. 

Es drängt sich die Frage auf, ob die rationalkoeffizientigen Potenz- 
reihenentwicklungen algebraischer Funktionen stets unendlich viele Prim- 
faktoren enthalten oder nicht. Für die Binomialreihen mit rationalen ge- 
brochenen Exponenten ist die Frage schnell geklärt: In den Zählern gehen 
unendlich viele Primzahlen auf, nämlich alle Primzahlen mit Ausnahme 
derjenigen endlich vielen, die in den Nennern aufgehen. Die allgemeine 


Frage anzufassen scheint keine leichte Aufgabe zu sein. 


(Abgeschlossen im Dezember 1915.) 
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Über Elementarkettenbrüche, lineare Substitutionen 
und indefinite binäre quadratische Formen. 11. 


Von Herrn Paul Epstein in Frankfurt a. M. 





Die im ersten Teil dieser Arbeit (dieses Journal Bd. 149, im fol- 
genden kurz mit I bezeichnet) entwickelte Theorie der Elementarketten- 
brüche hat zu einer Einteilung der unimodularen ganzzahligen Substitu- 


tionen (5 h) in grade und ungrade Substitutionen geführt, die als vollständig 


gleichberechtigt zu der üblichen Einteilung in eigentliche und uneigentliche 
Substitutionen anzusehen ist. Diese doppelte Einteilung ermöglicht es, 
die drei Untergruppen vom Index 2 der Gruppe aller unimodularen ganz- 
zahligen Substitutionen in einfacher Weise zu charakterisieren, nämlich 


Gruppe % der eigentlichen Substitutionen (Modulgruppe) 


ie ® ,„ graden ? 
»„ € ,„, eigentlichen graden und uneigentlichen ungraden Sub- 


stitutionen. 


In der vorliegenden Arbeit wird nun der klassischen Theorie der 
Reduktion der indefiniten binären quadratischen Formen innerhalb der 
Gruppe X die entsprechende Reduktionstheorie im Gebiete der @ruppe ® 
an die Seite gestellt. Sie ist gleichbedeutend mit der Theorie der perio- 
dischen Elementarkettenbrüche. Der Einteilung der Formen in Klassen 
entspricht hier eine Einteilung in „Stämme“ als Gesamtheiten von 
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Formen, die mit einander grade-äquivalent sind. Den entgegengesetzten 
Klassen entsprechen die reziproken Stämme, den ambigen Klassen die 
involutorischen Stämme. Es mag hier nur angedeutet sein, daß die 
Einführung des Inder der quadratischen Form eine einheitliche Be- 
handlung der Reduktionstheorie für alle drei Gruppen %, 8 und € er- 
möglicht. 

Die Reduktion der definiten quadratischen Formen im Bereich der 
Gruppe ® bietet keine prinzipiellen Schwierigkeiten, würde aber außerhalb 
des Rahmens dieser Arbeit fallen. Sie wird am einfachsten mit Hilfe 
des Fundamentalbereichs der Gruppe erledigt. Die entsprechende Aufgabe 
für die Hauptkongruenzgruppe 2. Stufe, welche eine gemeinsame Untergruppe 
der drei Gruppen %, 3, € bildet, hat Kronecker*) durchgeführt. Er be- 
zeichnet zwei Formen, die durch eine Substitution dieser Untergruppe in- 
einander transformiert werden können, als vollständig äquivalent. Vom 
gruppentheoretischen Standpunkt aus dürfte es gerechtfertigt erscheinen, 
diese Bezeichnung für die Äquivalenz innerhalb der größten gemeinsamen 
Untergruppe von 9,8, €, d. i. die Gruppe der eigentlichen graden Sub- 
stitutionen vorzubehalten. 


$1. Einer binären quadratischen Form 
ax” +2bzy+cy’= (a,b, c) 
mit positiver nicht quadratischer Determinante 
D=b—.ac 
und ganzzahligen Koeffizienten a,b, c ordnen wir eine der beiden quadra- 
tischen Irrationalzahlen 


VD —b oder Z YD—b 
ü «a 








zu und bezeichnen dementsprechend die Form durch 
(a,b,c), oder (a,b,c)_, 


so daß also der Form (a,b, c), die Irrationalzahl 





*) Kronecker, Über bilineare Formen mit vier Variabeln. Werke Bd. 2, S. 435. 
Vgl. Stephen Smith, Sur les &quations modulaires. Werke Bd. 2. 


Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 1/2. 
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(1.) = eVD—b 


a 


eindeutig zugeordnet ist. Das Zeichen = + 1 heiße der Index der Form 
und der zugeordneten Irrationalzahl*). Die mit ® konjugierte Zahl 


= a werde mit w’ bezeichnet. 





Den Formen (a,b,c), und (-a,—b, — c)_, entspricht dieselbe Irra- 





tionalzahl w. Unterscheidet man aber en un ‚ wobei 


b°— D=0 mod a ist, als zwei verschiedene ‚Formen‘ derselben Irrational- 
zahl w, so entspricht einer gegebenen Irrationalzahl auch nur eine be- 
stimmte quadratische Form. 

Die Form (a,b,c), heißt eine Form I. Art, wenn die zugeordnete 
Irrationalzahl ® >1 ist. Andernfalls, wenn ®<<1 ist, heißt (a,b, c), 
eine Form II. Art. Es ergeben sich leicht als Kennzeichen für jede der 
beiden Arten: 


2 I. Art. 
It «>0 unda+b<seYD, so ist (a,b,c), von der I 

(2.) — . Art. 
„) a = 0 „ a + b 2 eVD, „ „ (a, b, c), ‚, „, II 


So ist z. B. (5, —7,4), mit D=29 eine Form I. Art, dagegen (5, — 7, 4) _ 
eine Form II. Art. 

Auf die einer Form (a,b,c), zugeordnete Irrationalzahl » wenden 
wir den in I, $ 3 angegebenen Algorithmus an und bilden die Reihe der 
Irrationalzahlen 

BEL BERRRES.: ne a wage 
je—1]- _ 'o,-—l wg —1| 
Ihnen entspricht eine nicht abbrechende Kette von abgeleiteten Formen 
(a, b;, &),,, die durch lineare Transformation aus der Form (a,b, c), her- 


vorgehen. 


*) Es bedeuten also (a, b, ec). und (a,b, c)_, zwei verschiedene Formen oder, 
wenn man will, die beiden „Zweige“ derselben Form. Ihre zugeordneten Irrational- 
zahlen sind konjugiert, deshalb heißen auch die Formen konjugiert. 
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Ist »—>1, also (a,b,c), eine Form I. Art, so ist = > 


pe |, 


Dies entspricht einer Transformation U = (\ a 


) der Form (a, b, c),, und 


es ist für die abgeleitete Form 








(3.) „=ar2b+c, b,=a+rb, c=a. 

Zur Bestimmung des Index &, hat man 
1 a —eVD-(a+b) &V/D-b, 
w, = = — = —— ——— re 
o—1l sVD-a-b a+2b+c a, 

also ist 

(4.) = —E. 

Ist < 1, also (a,b, c), eine Form II. Art, so ist w, = —, ent- 

i ’ 1—1 

sprechend einer Transformation V = & ,) von (a,b,c),. Es wird also 


für die abgeleitete Form 
(5.) „,=ua+2b+c0, b,=—-(a+b), a=a, 


und da w, = *, vyu ie ist, so ist der Index 


(6.) 5 =8. 

Ist hier positiv, so ist , >1, also (a,, b,, Cı), eine Form I. Art. 
Ist aber w negativ, so st O<w, <1, also (a,, b,, Cı)a eine Form II. Art 
und die daraus abgeleitete Form (a,, b,, 02). eine Form I. Art. Wir 


wollen, wenn nichts anderes bemerkt ist, immer w als positiv voraus- 
setzen. Dunn folgen niemals zwei Formen II. Art aufeinander, und wir 
haben den Satz: 

1. Auf eine Form I. Art folgt immer mittels der Formeln (3.) 
eine Form I. oder II. Art von entgegengesetztem Index, auf eine Form 
II. Art folgt mittels der Formeln (5.) immer eine Form I. Art von gleichem 
Index. 

Infolgedessen läßt sich die Kette der abgeleiteten Formen in ein- 
zelne Abschnitte zerlegen. Jeder Abschnitt besteht aus einer oder meh- 
reren Formen I. Art und einer Form II. Art, mit welcher er endigt. 


n*® 
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Nur wenn die Ausgangsiorm (a,b, c), schon eine Form II. Art ist, bildet 
sie allein den ersten Abschnitt. Sonst bestehen sämtliche Abschnitte 
aus mindestens zwei Formen*). Die Formen in einem Abschnitt haben ab- 
wechselnd positiven und negativen Index, die erste Form im Abschnitt, 
die wir die Leitform nennen wollen, hat den gleichen Index wie die 
letzte des vorangehenden Abschnitts. Die übrigen Formen des Abschnitts 
heißen Zwischenformen. 

Irgend zwei Formen der Kette sind durch eine grade Substi- 
tution**) mit einander verknüpft, sie heißen grade -ägquwaleni. Da die 
Fundamentalsubstitution U eine uneigentliche, Y eine eigentliche Substi- 
tution ist, so sind zwei Formen der Kette mit gleichem Index eigentlich 
äquivalent, zwei Formen mit verschiedenem Index uneigentlich äquivalent. 

In der Kette der aus (a,b,c), abgeleiteten Formen mögen 
0,P,Y,... die Anzahlen der Formen in den einzelnen Abschnitten sein. 
Dann besteht nach I, $ 3 für die der Form (a,b, c), zugeordnete Irrational- 
zahl die Elementarkettenbruchentwicklung 


(7.) w= € {e, ß,y,...|. 
Sind >* die Näherungsbrüche dieses €. (= 5," = 2), so ist 


 O’y 1 

% Lt %-ı 

e % 2) 
die Substitution, die die Form (a,b,c) in die Form (a,,b,,c,) der Kette 
überführt. Darin ist in der zweiten Spalte das positive oder negative 
Vorzeichen zu wählen, je nachdem (a, b,,c,) eine Zwischenform oder eine 
Leitform ist. 

Die Indizes der Zwischenformen unter Beibehaltung des allerersten 

Index und der Einteilung in Abschnitte sind offenbar entweder identisch 
mit der .Indexkette***) des €&. (7.) — sobald nämlich die Ausgangsform 
(a,b,c), negativen Index hat — oder sie werden zur Indexkette, wenn 
man jeden Index umkehrt. Man hat also nach den Entwicklungen in 


*) Ist » negativ, so bestehen die ersten beiden Abschnitte aus je einer Form 
Il. Art. 
“) Vgl. I, $4. 
“*), VeL 1,82, 





re: 





—.. 


ee 
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I, $2 durch die Indizes der Formen auch ohne weiteres die Charakte- 
ristik und damit die gewöhnliche Kettenbruchentwicklung von w. 

1. Beispiel. Wir gehen von der Form (62, —95,145)_ aus. Ihre 
Determinante ist D= 35, die zugeordnete Irrationalzahl 


35 + 95 
0—_ — 63 Ri 


also die Form von der I. Art. Wir bilden die Kette der abgeleiteten 
Formen, indem wir jedesmal nach (2.) oder direkt durch Betrachtung der 
zugeordneten Irrationalzahl die Art der Form bestimmen und dann die 
Formeln (3.) oder (5.) anwenden: 








( 62,— 95, 145)_ ( 5-0 1), m 
( 17,—33, 62), (u ee 
a 0 GEW a Ta og 2 4, 
(-23, 3, 13)_ E u 0% 6, 





E77; + - 10, 


( 

Bar (-—2%, 7-1 

( ( 
—-z -ı mM ( en 13), ( — 5), 

(— (— 

( ( 


5, 5, er 2). 











(1. 1, Eee Be, 
I, —- 8), he 1, 











Die beiden letzten Formen stimmen mit den beiden Formen im 
zweiten Abschnitt überein, also wiederholen sich von hier ab die Formen, 
die Kette ist periodisch und wir haben für » den periodischen €. 





919 -68,2,3,2,43,42,3,.. |. 
Aus der Indexkette ergibt sich die Charakteristik 
ME Ren ER ap A A ah we Ana ++--—--— USW., 


also ist der gewöhnliche Kettenbruch für w: 


[1,2,3,2,5....] 


Würden wir die Periode bereits mit dem zweiten Abschnitt beginnen 
lassen, so würde ihr Ende in den zuletzt hingeschriebenen Abschnitt 
hineinfallen, so daß immer das erste Element desselben zu einer Periode, 
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die beiden andern zur nächsten Periode gehören würden. Wir verschieben 
deshalb den Beginn der Periode bis zu einem Abschnitt, der in der Kette 
vollständig wiederkehrt, so daß also die Periode immer aus vollständigen 
Abschnitten besteht. 

Die aus den Formen (a,b,c), und (—a,—b,—c)_, abgeleiteten 
Ketten haben offenbar dieselbe Gliederung. Es wird also nicht nur, so- 
bald eine Form (a,b,c), sich wiederholt, eine Kette als periodisch er- 
kannt, sondern auch, sobald in der Kette die Form (—a,—b,—c)_, 
auftritt. 

2. Beispiel. Die Form (330, — 767, 1782), mit der Determi- 
nante D=229 ist von der ersten Art. Die Kette der abgeleiteten 
Formen ist 














(330, — 767, 1782), ( 150, -- 223, 330), Br 

(578, — 437, 330)_ ( 34, — 73, 150)_ (0, —3,—82), 

h ( 30, — 7, —6), (4, —5, ©) 
( 10, —23, 30), (— 38, 39, — 34)_ 
(8, 2,  W_ 





Die letzte Form entspricht der dritten Form des dritten Abschnitts. 
Man erhält also den periodischen €&. 


V229 + 767 en 
550 €12,2,5,2,5,3,...]. 


Der gewöhnliche Kettenbruch für » wird 





o=[2,2,1,2,2,1,4,...]. 
Zwei solche Formen (a,b,c), und (—a,—b,—c)_, mögen symmetrische 
Formen heißen; ihre zugehörigen Ketten bestehen aus paarweise symme- 
trischen Formen und haben gleiche Gliederung. Sie sind im allgemeinen 
verschieden und heißen dann symmetrische Ketten. Wenn, wie im obigen 
Beispiel, je zwei symmetrische Formen derselben Kette angehören, so heißt 
die Kette in sich symmetrisch. Es wird später zu untersuchen sein, unter 
welcher Bedingung dies eintritt (s. u. Satz 23). 
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$2. Wir unterscheiden zwei Arten von reduzierten Formen. 
Eine Form (a,b, c),, bei der 
(8.) o>1l und 0<w <1ı 
ist, heißt eine reduzierte Leitform. 
Eine Form (a,b,c),, bei der 
(9.) w>0 und w <o0 
ist, heißt eine reduzierte Zwischenform. 
Für jede reduzierte Form ist also 


0—w = > >&, 
folglich 
(10.) ae>0, 
d. h.: 


2. Bei jeder reduzierten Form stimmt das Vorzeichen von a mit 
dem Index überein. 

Für eine reduzierte Leitform ist 

. 2b ui 
EEE ZG, Tre 
also haben a und b verschiedene Vorzeichen, a und c gleiche Vorzeichen, 
folglich ist = D+ac>D und 
(11.) 'bI>VD. 
Ferner ist nach (8.) 


a 


0< <1l< ur, 








mithin, da ae positiv ist, 
0<—-VD-be<as<YD-—bs, 
und hieraus folgt 


(12%.) | —-VD<a+b<YD. 
Mit (a,b,c), ist auch gleichzeitig (c,b,@), eine reduzierte Leitform, 
eVD—b EM 





Ba und 
@ 


denn es gehören zu ihr die Wurzeln © = - ; 


u = = < 1, aber positiv, folglich ist auch 
(12%,) —VD<b+ce<yYD. 
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Aus (12*.) und (12".) ergibt sich 
(13.) — 2YD<a—-ce<2YD 
und weiter durch Addition von (12*.) und (12°.) und Quadrieren von (12*.) 
mit Rücksicht auf (10.) 


(14.) —2VYD<s(a+2b+e)<o. 
Da D-b, also auch D— (a +5)? durch «a teilbar ist, so ist 
(15.) a<|D—(a+b)P|, 
also, da D— (a + b)* positiv ist: 
«|<D 
und ebenso 
el<D. 


Das Gleichheitszeichen kann hier nicht gleichzeitig bestehen, denn 
ist a=D, so muß nach (15.) a+b=0, also b=—.D sein, und dann 
folgt e= D—1. Es ist also immer ac <D?, also b’ < D®-+D, und hier- 
aus ergibt sich 

I<D. 
Wir haben damit den Satz: 
3. Bei jeder reduzierten Leitform ist 
(16.) al<D, YD<|lb|<D, jel<D. 

Nimmt man zu diesen Ungleichungen noch eine der Ungleichungen 
(12.), (13.), (14.) hinzu, so ist jede Form, deren Koeffizienten diese Un- 
gleichungen befriedigen, wenn nur a und c gleiche, a und b verschiedene 
Vorzeichen haben, eine reduzierte Leitform. Noch einfacher ist eine redu- 
zierte Leitform durch folgenden Satz gekennzeichnet: 

4. Sind a und c positiv und ist a+ 2b-+c negativ (mithin auch 
b negativ), so ist (a,b,c) eine reduzierte Leitform von positivem Index*). 

Beweis. Es ist acc=b®—-D>0, also 0<—YD-—b und daher 
0 <w’. Ferner ist a(a +2b+c)=(a+b)?—D< 0, also —YD<a+b<yYD 
und -YD-b<a<yYD-, folglich # <1<w. 





*) Der Satz ergibt sich auch sofort durch Betrachtung der Funktion 
fü) =at+2bi+c, da f(0)>0, [()<O, lim D Zo sein soll. 
im © 
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Ebenso ist eine Form mit negativen a und c und positivem Wert 
von a+25b-+c eine reduzierte Leitfiorm von negativem Index. 

Vor allem ergibt sich aus (16.): 

5. Es gibt nur eine endliche Anzahl von reduzierten Leitformen der 
Determinante D. 

Um sie alle aufzustellen, nimmt man zunächst für b die negativen 
der Ungleichung (16.) entsprechenden Zahlen und zerlegt jedesmal b? — D 
auf alle möglichen Arten in zwei positive Faktoren a und c, so daß 
immer «+2b-+c<-0 wird. So erhält man die reduzierten Leitformen 
(a,b,c),, und einer jeden entspricht eine Leitfiorm (—a,—b, —c)_. 

So erhält man z. B. für D = 15 die folgenden reduzierten Leit- 
formen von positivem Index: 


(1,—4,1) 

(2, — 5,5) (5, — 5,2) 

(3, — 6, 7) (7,— 8,7) (7, — 6, 3) 

(6,—9, 11) (11,—13, 14) (14,— 15, 15) (15, — 15, 14) (14, — 13, 11) (11,— 9, 6). 


Diese bilden, wie man sieht, vier Perioden von benachbarten Formen *). 


Für die abgeleitete Form einer reduzierten Leitiorm ist w, = - ; 7>0 
w) — 


und w = I <0, also: 


6. Auf eine reduzierte Leitform folgt immer eine reduzierte Zwi- 
schenform. 


*, Man kann allein auf die reduzierten Leitformen mit positivem Index eine 
Reduktionstheorie innerhalb der Gruppe 9 der eigentlichen Substitutionen gründen. 
Es treten darin Möbiussche Kettenbrüche von der Art 

1 
Mk,. k,. ka .. .) = k, ann 5. ä: 
2 


Pr niet Da 


auf, worin alle k>2 sind. Ist (a,,b,,@,) (4, b,. 45)... (Mn, du. a,) eine Periode be- 


. ö db; + bir 
nachbarter reduzierter Formen, so ist k; = — m he. x 
+1 


T= ad der Gleichung a, + 2b,7+@a,7=0 erhält man den rein periodischen 
2 


Kettenbruch 


‚ und für die größere Lösung 


T=Mk,kn...kme..). 
Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 1/2. 
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Bei einer solchen Form ist ww’ = < 0, also haben a und c ver- 


schiedene Vorzeichen, und dies zusammen mit Satz 2 ist notwendige und 
hinreichende Bedingung für eine reduzierte Zwischenform. 

Es ist also 

®=D+ac<D, 
folglich 
(17.) 'bI<VD. 

Hieraus folgt, daß es auch nur eine endliche Anzahl von reduzierten Zwi- 
schenformen der Determinante D gibt. 

Ist (a,b,c), eine reduzierte Zwischenform I. Art, also »—>1, so ist 


für die abgeleitete Form w, = = >00, 0, = <0, also: 


7. Auf eine reduzierte Zwischenform I. Art folgt wieder eine redu- 
zierte Zwischenform. 

Dies setzt sich fort, bis eine reduzierte Zwischenform II. Art 
auftritt. Dann st W" <0<w<l, also für die abgeleitete Form 


= m >1l,.o,= —— <-1, aber positiv, also: 
8. Auf eine reduzierte Zwischenform II. Art folgt eine reduzierte 
Leitform. 


Sobald also in einer Kette abgeleiteter Formen eine reduzierte Form 
erscheint, sind alle folgenden Formen reduziert. Es gilt nun der folgende 
Satz, der die Umkehrung von Satz 2 darstellt: 

9. Wenn für zwei aufeinanderfolgende Formen in demselben Ab- 
schnitt das Vorzeichen des ersten Koeffizienten mit dem Index übereinstimmt, 
so sind die Formen reduziert. 

Beweis. Die den Formen zugeordneten Irrationalzahlen sind 








VD-bs VD—b,s 
w = ’ w, = . 
aE iR; . 
Die Form (a,b, c), ist jedenfalls von der ersten Art, also ist , = — e 


und 4, =a--b, folglich 
VD—-bu=VD-+sb+.a= —asw' + as 


und 


u 
a w'). 
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Da nun w, positiv ist und nach Voraussetzung auch ae und a;&, 
positiv sein sollen, so muß w’ <1 sein. Da aber zugleich » >1 ist, so 
ist (a,b, c), eine reduzierte Form. 

Mit Hilfe dieses Satzes erkennt man bei der Bildung der Kette 
ohne weiteres das Auftreten einer reduzierten Form, und dann braucht 
man die Kennzeichen (2.) nicht mehr, um im weiteren Verlauf der Kette 
zu sehen, von welcher Art die Formen sind und wo ein Abschnitt zu 
Ende ist. Innerhalb eines Abschnitts haben die ersten Koeffizienten ab- 
wechselnde Vorzeichen. Sobald dieses Vorzeichen bei zwei aufeinander- 
folgenden Formen dasselbe bleibt, ist die erste dieser Formen eine redu- 
zierte Zwischenform II. Art und schließt den Abschnitt. (Vergleiche die 
obigen Beispiele.) 

Eine Kette von reduzierten Formen ist aber nicht nur nach vor- 
wärts, sondern auch nach rückwärts eindeutig bestimmt, d. h. es gibt 
zu einer Form (a,b,c), der Kette nur eine bestimmte reduzierte Form 
(a’,b’, c’),, die ihr vorangeht. Ist (a,b,c), eine reduzierte Leitform, so ist 


«=0 b’=—b—-c cd=a+2b+c und ®=e, 
Ist (a,b, c), eine reduzierte Zwischenform, so ist 
«=c, b’=b-c, c=a-—2b+c un ®=-—e. 


Sobald bei einer so berechneten Form die beiden äußeren Koeffi- 
zienten gleiches Vorzeichen erhalten, ist die Form eine reduzierte Leitform, 
sonst eine reduzierte Zwischenform. 

Hieraus und aus der endlichen Anzahl der reduzierten Formen 
schließt man, daß alle reduzierten Formen einer Kette von der ersten ab 
in derselben Reihenfolge wiederkehren, d. h. die Kette ıst von da ab perio- 
disc. Wir lassen die Periode immer mit dem Abschnitt beginnen, der 
zuerst vollständig wiederkehrt. Ihm können einige reduzierte Formen 
vorhergehen; diese wiederholen sich im letzten Abschnitt der Periode. 
Ihre Anzahl ist also sicher nicht größer, als der letzte Abschnitt der 
Periode. 


Es besteht nun der Satz: 


10. Für jede Form (a,b,c), führt die Kette der abgeleiteten Formen 
auf eine reduzierle Form. 


6* 
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Der Beweis gestaltet sich mit Hilfe des Satzes 8 am Schluß von I,$ 3 
sehr einfach. Wir bezeichnen die Form durch die konjugierten Irrational- 
zahlen mit [w, w’], worin die erste Zahl immer die der Form zugeordnete 
Irrationalzahl bedeutet. Ist #<<0, so sind von der ersten abgeleiteten 
Form an alle > 0, wir können also von vornherein > 0 annehmen. 
Ist dann w’ <0, so ist bereits (a, b, c), eine reduzierte Zwischenform. Es 
sei also >0 und w>0. Es liegt dann jede der beiden Zahlen ın 





einem der durch die Näherungsbrüche FE von E|x})=t= En: be- 
k 
grenzten Intervalle Z,— (-"*, ap), und zwar sei 
M—ı Pk+ı 


o im Intervall Z,, © im Intervall Z,. 


Es sind nun drei Fälle zu unterscheiden: 

a) Ist nm, so ist nach dem erwähnten Satz w,>1 und 
0<w,<-1, also ist [w,, w,] eine reduzierte Leitform. Die E&.entwicklung 
für ® ıst dann 





o= E{m+ 1,0,,0,...@ MR} 


und es ist darin „=m+1—n. Ist n=0, so ist bereits [®,@'] eine 
reduzierte Leitform, der €&. wird rein periodisch. 
b) Ist n>m, so ist 0<o„<1, ©,_>1. Für die darauf folgende 


Form ist dann ®,,, = ER TER >10,= — 


m 


<0, also ist [oy41, Oprı] 


eine reduzierte Zwischenform. Der €&. für ® hat die Gestalt 
' l 
o= E|jm+ 1,1, @,@, ... &g :..|, 


und darin ist @, >. 

c) Sind ® und »' im gleichen Intervall, so liegen für alle Formen 
des ersten Abschnitts die konjugierten Zahlen in gleichen Intervallen. 
Ebenso werden in den darauf folgenden Abschnitten je zwei konju- 
gierte Zahlen im gleichen Intervall liegen, sobald dies bei der ersten Form 
des Abschnitts der Fall ist. Seien dies die %k ersten Abschnitte mit 
Ay, Gi, ... Gd, Formen, dagegen seien bei der ersten Form des (k + 1)" Ab- 
schnitts die konjugierten Zahlen in verschiedenen Intervallen. Dann be- 
ginnt sowohl für w, wie für © die E&.entwicklung mit €{a,, a... 4, ...|. 
Hieraus folgt aber, daß die Anzahl % endlich sein muß, sonst wäre &= w'. 
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Es liegen also schließlich die konjugierten Zahlen in verschiedenen Inter- 
vallen, und man hat wieder Fall «) oder Fall b). 


V229 + 767 
330 





Beispiel. Wir haben oben für die Zahl den E€&. 





€ {2, 2, 5,2,5,3,...| 
gefunden. Daraus schließt man, daß für die vier ersten Formen der Kette 
je zwei konjugierte Zahlen im gleichen Intervall liegen, dagegen für die 
erste Form des dritten Abschnitts: (150, — 223, 330), die Zahl » im vierten, 
o im zweiten Intervall. In der Tat ist, um nur das letzte zu prüfen: 
En ER am 2 223 >. 

Zusammenfassend haben wir den Satz: 

11. Für jede Form (a,b,c), wird die Kette der abgeleiteten Formen 
und der &8. für die zugehörige quadratische Irrationalität » schließlich perio- 
disch. Ist die Form eine reduzierte Leitform, also m» >1 und 0 <w <l*, 
so ist der ER. rein periodisch. Ist die Form eine reduzierte Zwischenform, 
also >00, © <-0, so geht der Periode nur ein Abschnitt voraus, der kleiner 
ist, als der letzte Abschnitt der Periode. In allen andern Fällen geht der 
Periode entweder ein größerer Abschnitt oder mehrere Abschnitte voraus. 

Wie in der Lehre von den gewöhnlichen Kettenbrüchen gilt auch 





die Umkehrung dieses Satzes und kann mit ähnlichen Hilfsmitteln wie 
dort bewiesen werden, worauf wir hier nicht weiter eingehen wollen. 

Der periodische Teil der aus (a, b,c), abgeleiteten Kette möge die 
reduzierte Kette der Form heißen. 

In jeder reduzierten Kette gibt es sicher reduzierte Zwischenformen. 
Man kann aber fragen, ob es auch jedesmal reduzierte Leitformen gibt. 
Enthält die Kette keine reduzierte Leitform, so enthält sie auch keine 
reduzierte Zwischenform II. Art. Man sieht sogleich, daß dann alle redu- 


zierten Formen dieselbe zugeordnete Zahl » haben müssen, und dieses 
et der Intervalle ZI, seın. Dies ergibt sich auch 


aus der alsdann bestehenden Gleichung » = 


muß die Grenzzahl ! = 


vet Die zugehörige Form 
ist (2, —1,—2),; ihre abgeleitete Form ist die zu ihr symmetrische zum 
gleichen » gehörige Form (—2,1,2)_, und diese beiden Formen wechseln 
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in der Kette miteinander ab. Der €$. für die Zahl & ist E{o}, und 
alle mit £ durch eine grade Substitution verknüpften Zahlen und nur 
diese haben diesen E&. als vollständigen Quotienten. Es besteht daher 
der Satz: 

12. Nur die zur Form (2,—1,— 2), grade-äquivalenten Formen 
haben die Eigenschaft, daß in ihrer Kette keine reduzierte Leitform auftritt. 
Die einer solchen Form zugeordnete Irrationalität hat eine ER. entwicklung 
von der Gestalt 

(18.) oa= €la,ß,... u, oo}. 


11]. 
o’w =(6, b, a), 


ebenfalls eine reduzierte Leitform. Der €$. für » ist rein periodisch; die 
Periode sei {@,ß,...z| und der Näherungsbruch bis zum Schluß der 


Ist [w, &] = (a, b, c), eine reduzierte Leitform, so ist | 


Periode sei ee Dann ist nach I, $2 


EEE 











7 
P,;o—P:;-ı 
= a ..Tc oo = ’ 
BREUER Io! do — i-ı 
also 
N P:w' — P;-ı 
Qi — Qi’ 
oder wenn = @ geschrieben wird: 
_— dw — 
a EZ,’ | 


Hieraus folgt durch Umkehrung: 
= P,o— % 
Po — Qi 
Nun ist aber nach I, $ 2, Formel (2.): 


EEE N 





folglich ist 


= Eir,...A,a|®|, 


d. h. >, hat die umgekehrte Periode wie w. Das gleiche gilt aber für jede 


quadratische Irrationalzahl &£. Ist nämlich (a, b,c), die zugeordnete Form, 
so gibt es, abgesehen von der in Satz 12 gefundenen Ausnahme, jedenfalls 





SE TTEEEETTETEZETEN 


ee 








Paul Epstein, Über Elementarkettenbrüche. 11. 41 


eine mit ihr grade-äquivalente reduzierte Leitform. Ihre zugeordnete Irra- 
tionalzahl sei ©, dann sind #’und © durch eine grade Substitution 


= (15,)@= Aw) 


verknüpft, woraus sich zwischen £ - und =! die Beziehung 
107 


ergibt. Es ist aber, wenn R= (‘ 0) ist: 


B=RAR, 
also auch B eine grade Substitution, und nun ergibt sich aus Satz 4 in 
I, $4, daß die €&. von & und © von einer bestimmten Stelle an über- 


einstimmen. Gehört aber (a,b,c), zu den in Satz 12 genannten Formen, 


so ist £ grade-äquivalent mit ti= ii Sn mit 5 also auch mit 7. Da 


aber -; =t ist, so haben & und R 
Allgemein gilt also für jede quadratische Irrationalzahl » der Satz: 


13. Der €8. für 4, hat die umgekehrte Periode wie der für m. 


€$8.entwicklungen von der Form (18.). 


Ist die Irrationalzahl »& der Form (a, b,c), zugeordnet, so ist auf 
Grund der Transformation () + die reziproke Zahl - der Form (e, b, a)_, 


zugeordnet. Wir nennen die eine Form die reziproke Form der andern, 
die ihnen zugeordneten reduzierten Ketten mögen reziproke Ketten heißen. 
Ist (a,b,c), eine reduzierte Leitform, so ist ihre reziproke Form (ec, b, a)_, 
keine reduzierte Form, weil ja das Vorzeichen von c nicht mit dem Index 
übereinstimmt. Dagegen ist die reziproke Form einer reduzierten Zwischen- 
form offenbar wiederum eine reduzierte Zwischenform; sie findet sich also 
in der reziproken Kette vor, und umgekehrt sind nur in diesem Fall zwei 
Ketten reziprok. Es besteht mithin der Satz: 

14. Zwei.reduzierte Ketten sind dann und nur dann reziprok, wenn 


die reziproke Form einer Zwischenform der einen Kette in der andern Kette 
vorkommt. Alsdann sind alle Zwischenformen der einen Kette die reziproken 








48 Paul Epstein, Über Elementarketienbrüche. 11. 


Formen der Zwischenformen der andern. Die Anzahl der Zwischenformen 
ist also in beiden Ketten die gleiche. & 

Zwei reziproke Formen und überhaupt zwei durch eine ungrade 
Substitution verknüpfte Formen sind ungrade-äquivalent. 

$3. Auf Grund der Sätze 4 und 5 in I, $4 kann nun der fol- 
gende Satz ausgesprochen werden, der zusammen mit Satz 11 das Haupt- 
ergebnis unserer Untersuchung darstellt: 

15. Grade-äquivalente Formen haben dieselbe reduzierte Kette, un- 
grade-äquivalente Formen haben reziproke reduzierte Ketten. 

Allerdings können wir zunächst nur schließen, da zu symmetrischen 
Formen die gleiche €&.-Periode gehört, daß zwei grade-äquivalente Formen 
entweder dieselbe oder symmetrische reduzierte Ketten besitzen (und ent- 
sprechend für ungrade-äquivalente Formen), es wird sich aber zeigen, daß 
der zweite Fall nicht möglich ist (s. u. Satz 21). Um die Darstellung nicht 
zu unterbrechen, wollen wir zuvor einige wichtige neue Begriffe definieren. 

Eine Gesamtheit von Formen, von denen jede mit jeder andern 
grade-äquivalent ist, nennen wir einen Stamm. Jeder Stamm ist durch 
‚seine reduzierte Kette charakterisiert. Zwei Stämme mit reziproken redu- 
zierten Ketten heißen reziproke Stämme. Jede Form des einen Stammes 
ist die reziproke Form einer Form des andern Stammes. 

Es kann aber auch eine reduzierte Kette mit ihrer reziproken Kette 
identisch sein. Eine solche Kette und den ihr entsprechenden Stamm 
wollen wir involutorisch nennen. In einem involutorischen Stamm tritt 
neben jeder Form (a, b, c), die reziproke Form (ec, b, a)_, auf, und jede Form 
ist mit jeder andern, also auch mit sich selbst sowohl grade- wie auch 
ungrade -äquivalent. Es gilt aber auch offenbar das umgekehrte, nämlich: 

16. Eine Form gehört zu einem inwolutorischen Stamm, wenn es 
ungrade Substitutionen gibt, die die Form in sich selbst überführen. 

Neben den involutorischen Stämmen wollen wir noch zwei beson- 
dere Arten von Stämmen betrachten. Sie treten auf, sobald zwei konju- 
gierte Formen äquivalent sind. Konjugierte Formen gehören zu konju- 
gierten Stämmen; jede Form des einen Stammes ist die konjugierte Form 
einer Form des andern Stammes. Sind nun zwei konjugierte Formen 
äquivalent, so sind ihre Stämme entweder identisch oder reziprok, je nach- 
dem die Formen grade- oder ungrade-äquivalent sind, 
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Ein Stamm, der mit seinem konjugierten Stamm identisch ist, heißt 
selbstkonjugiert. In ihm tritt also neben jeder Form (a,b, c), = [w, w’] 
die konjugierte Form (a,b, c)_,= [w’, »] auf. Diese Formen können nicht 
gleichzeitig reduzierte Formen sein. Es ist aber zur Form [w’, »] die Form 
[-w,— w]= (a,—b,c), grade-äquivalent, also gehört auch sie zu dem 
Stamm, und diese Form ist gleichzeitig mit (a, b, c), eine reduzierte Zwischen- 
form. Es folgt also: 

Bei einem selbstkonjugierten Stamm tritt in der reduzierten Kette neben 
jeder reduzierten Zwischenform (a,b, c), auch die Form (a,—b,c), auf. 

Sind zwei konjugierte Stämme reziprok und ist (a,b,c),= [w, w’] 
irgend eine Form des einen Stammes, so gehört zum gleichen Stamm 
die Konjugierte der reziproken Form (c, b, a) d. h. die Form 


(6, b, a), = 4; 2]. Diese Form heißt die Umkehrung der Form (a, b, c),, und 


' 


—£) 


ein Stamm, der zu seinem konjugierten Stamm reziprok ist, heißt umkehrbar. 
Ist (a, b, c), eine reduzierte Leitform, so ist auch die Umkehrung eine redu- 
zierte Leitiorm, ist (a,b, c), eine reduzierte Zwischenform, so ist die zur 


Umkehrung grade-äquivalente Form (c, — b, a)_, = E 1] ebenfalls eine 


reduzierte Zwischenform, also folgt: 

Bei einem umkehrbaren Stamm tritt in der reduzierten Kette neben 
jeder reduzierten Leitform ihre Umkehrung, neben jeder reduzierten Zwischen - 
form (a,b,c), die Form (c, —b, «a)_, auf. 

Bezeichnen wir einen Stamm mit ©, seinen reziproken Stamm mit 
&!, den konjugierten Stamm mit &, so ist der Stamm ©: 

involutorisch, wenn & = &", 
selbstkonjugiert, „ © = &, 
umkehrbar, „ & =-&, 

Diesen drei besonderen Stämmen entsprechen besondere Eigen- 
schaften der zugehörigen €&.entwicklungen. Bezeichnen wir kurz die 
Perioden von zwei reziproken Irrationalzahlen als reziproke Perioden, so 
ist ohne weiteres klar*): 


*) Über die Eigenschaften der involutorischen, selbstkonjugierten und umkehr- 
baren E&. vgl. auch meine Arbeit „Über Möbius-Kettenbrüche und Elementarkettenbrüche‘“, 
Math. Zeitschr. Bd. 2, S. 428. 


Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 1/2, 7 
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17°. Bei einem inwolutorischen Stamm ıst die Periode mit ihrer rezi- 
proken Periode identisch. 
Bei einem selbstkonjugierten Zap ist © grade-äquivalent mit w, 


mithin auch — grade-äquivalent mit =, also folgt nach Satz 13: 


2 Bei einem selbstkonjugierten Stamm ist die reziproke Periode 
die Umkehrung der Periode. 


Bei einem umkehrbaren Stamm ist - grade-äquivalent mit », also 


ergibt die Umkehrung der Periode bis auf eine Verschiebung wieder die- 
selbe Periode, d. h. aber: 

17°. Bei einem umkehrbaren Stamm besteht die Periode aus einem 
oder zwei symmetrischen Teilen. 

Für die Perioden der involutorischen und selbstkonjugierten Stämme 
kann noch eine weitere Eigenschaft festgestellt werden. Es sei für irgend- 





einen periodischön €$. 1,717, ....ı, die Periode; ihre Länge ist 
i=ntn+'-+n,; 

die Anzahl « der Abschnitte heiße die Ordnung der Periode; sie ist gleich 
der Anzahl der Trennungsstriche in der Indexkette der Periode, wenn 
man den Trennungsstrich zwischen zwei Perioden immer zur vorangehenden 
Periode rechnet. Die reziproke Periode habe die Länge A’, die Ordnung w‘. 
Durch Betrachtung der Indexketten beider Perioden findet man ganz ent- 
sprechend wie in I, $2 die Beziehungen 


W“—W=A—u 
V=21 —3u 
wW=4h—2u. 


Aus ihnen ergibt sich sofort für die Anzahlen 1 und U’ der redu- 
zierten Leitformen und die Anzahlen z und =’ der reduzierten Zwischen- 
formen in zwei reziproken Stämmen*): 

:=s’‘=I+V. 

Bei den involutorischen und den selbstkonjugierten Stämmen ist 
YehW=ut=[|, also folgt: 

(19.) A=3u, 2=21. 

18. Bei jedem involutorischen und jedem selbstkonjugierten Stamm 
ist die Länge der Periode das Dreifache der Ordnung und die Anzahl der 


*, Es ist entweder + 2=A,1= u oder (vgl. Satz 19) I +2= 24, I= 2u. 
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reduzierten Zwischenformen doppelt so groß wie die Anzahl der reduzierten 
Leitformen. 

Diese Erscheinung tritt sehr häufig ein, z. B. bei jedem €&. für 
eine Quadratwurzel, denn die Form (1,0,— D), gehört zu einem selbst- 
konjugierten Stamm. So ist 


V6 = €12,2,4,3,...|; i=9, u —=3 
Y7= €|2,2,2,2,2,3,7,3,...|; 2=2l,u=7. 


Die Periode des zweiten €$. setzt sich aus zwei symmetrischen 
Teilen zusammen, weil der Stamm der Form (1, 0, — 7), gleichzeitig selbst- 
konjugiert und umkehrbar ist. Er ist dann auch zugleich involutorisch. 

Eine einfache Periode des Stammes entspricht nicht in allen Fällen 
einer einfachen Periode des €$&., sondern es kommt vor, daß sie zwei 
Perioden des €$. entspricht, wenn nämlich der Stamm neben jeder Form 
(a,b,c), auch die Form (—a,—b, —c)_, enthält, d. h. wenn er in sich 
symmetrisch ist (vgl. das Beispiel S. 38), Aus der Betrachtung der Index- 
kette der reduzierten Formen ergibt sich sogleich: 

19. Je nachdem in der Periode des &&. A— u grade oder ungrade 
ıst, ist die Periode der Formen grade so lang oder doppelt so lang, wie die 
Periode des €8. Im zweiten Fall ist der Stamm in sich symmetrisch. 

Es ist also nach (19.) ein involutorischer oder ein selbstkonjugierter 
Stamm niemals in sich symmetrisch. 

Die Sätze 17 sind nicht ohne weiteres umkehrbar in dem Sinne, 
daß aus den dort angegebenen Eigenschaften der Perioden geschlossen 
werden könnte, daß die Stämme involutorisch, selbstkonjugiert oder um- 
kehrbar seien. Wenn nämlich in einem Stamm zu jeder Form (a,b, c), 
nicht die reziproke, sondern die zu dieser symmetrische Form (—c, —b, —a), 
vorkommt, so ist der Stamm nicht involutorisch, aber für die Periode des 
E*. gilt Satz 17° und 18. Einen solchen Stamm kann man scheinbar in- 
volutorisch nennen. Der reziproke Stamm ist dann auch scheinbar involu- 
torisch, und die beiden Stämme sind symmetrisch. 

Ebenso ist ein Stamm scheinbar selbstkonjugiert, wenn zu jeder Form 
(a, b, c), die zur konjugierten Form symmetrische Form (— a, —b, —c), und 
scheinbar umkehrbar, wenn zu jeder Form (a,b, c), die Form (—c, —b, —a)_,, 


also auch die damit grade -äquivalente Form ( c,b,—a), in dem Stamm 
7* 
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auftritt. Für die Perioden der €&. gelten dann die Sätze 17? und 17°. 
Ein scheinbar selbstkonjugierter Stamm ist symmetrisch zu seinem konju- 
gierten Stamm, bei einem scheinbar umkehrbaren Stamm ist der konju- 
gierte Stamm symmetrisch zum reziproken Stamm. 


Bezeichnet man den zu & symmetrischen Stamm mit ©, so sind 
die genannten drei Arten von Stämmen kurz in folgender Weise charakterisiert: 


scheinbar involutorisch; & = ©, 
„  selbstkonjugiert: & = &, 
Fe umkehrbar: & = &!, 

Natürlich darf ein solcher Stamm nicht in sich symmetrisch sein, 
was nach dem oben Gesagten nur bei der letzten Art eintreten kann, sonst 
ist der Stamm nicht nur scheinbar, sondeın wirklich umkehrbar. 

1. Beispiel. Die reduzierte Leitform (3, — 7,4), mit D= 37 ge- 
hört zu einem scheinbar involutorischen Stamm. Die reduzierte Kette ist *) 

















3, —7, 4 —4, 9, —1l 1l, —13, 12 
—7,—4, 3 3, 5, —4 —3, —2, 11 
Be TR u" A Eh 

LE, a 
—1l, 2, 3 7,—3, —4 —7, 10, — 9 

BE A Eu 
ee 1, ee ig 





2. Beispiel. Die reduzierte Leitform (10,—8,3), mit D= 34 ge- 
hört zu einem scheinbar umkehrbaren Stamm. Die reduzierte Kette ist 

















6 = 5,—8 6 = 2, 
— 3, 2, 10 —5,—3, 5 3,,—1,—11l 
a Be ya -10, 2, 3 
6,—10, 11 5, 2, —6 — 3, 8,—10 
> Re a 
5, 71-3 6, —4 8 BB, 





6, 2,—5 


*) Die Indizes der Formen sind weggelassen, da sie mit den Vorzeichen der 
ersten Koeffizienten übereinstimmen, 
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Wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen die scheinbar 
involutorischen, selbstkonjugierten oder umkehrbaren Stämme auftreten. 

Ein Stamm ist scheinbar involutorisch, wenn die symmetrischen 
Formen (a, b, c), und (—a,—b, —c)_, ungrade äquivalent sind. Wir wollen 
also zunächst überhaupt die Äquivalenz von symmetrischen Formen betrachten. 
Wenn die Formen (a,b,c), und (—a,—b,—c)_, äquivalent sind, so sind 
sie wegen der ungleichen Indizes uneigentlich äquivalent, es ist also die 
zugeordnete Irrationalzahl » sich selbst uneigentlich äquivalent: 


BEE 254 


ae ad— Py=—1, 
mithin 
a:2b:c=y:d—a:—P. 
Hieraus folgt: 
20°. Ist der größte gemeinsame Teiler o von a,2b, c bereits Teiler 


von a,b,c und ist 


RR 


er 
so ist zur Äquivalenz der Formen (a,b,c), und (—a,—b, —c)_, notwendig 
und hinreichend, daß die Gleichung 
(20°. ) ?—DwW“=—1 
ın ganzen Zahlen lösbar st, und dann sind 


b 
(21°.) u. 


die Elemente der Substitution, die » in sich selbst überführt. 
20°. Ist o der größte gemeinsame Teiler von a,2b,c (aber nicht 
von a,b,c), so ist jedenfalls o grade; ist dann *) 


D 
| D, = 4’ 
so ist zur Äquivalenz von (a,b,c), und (—a,—b,—c)_, die Lösbarkeit der 
Gleichung 
(20°.) ?— DuW“=—4 


notwendig und hinreichend, und die Substitution ist durch 





*). Es kann nicht D, = 0 mod 4 sein, denn dann wäre o schon gemeinsamer 
Teiler von a,b, c. 
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a= 4(t- u), BE 


o 
y--u ; 9=}(1+ u) 


gegeben. Ist Gleichung (20°.) lösbar, so ist es auch (20°.), wenn auch nicht 
immer in relativ primen Zahlen 2,4, und umgekehrt ist für jede nicht 
durch 4 teilbare Determinante D,, für die (20°.) lösbar ist, auch (20*.) lösbar. 
Nunmehr können wir die zum vollständigen Beweis des Satzes 15 
notwendige Ergänzung geben, indem wir den folgenden Satz beweisen: 
21. Zwei grade-äquivalente symmetrische Formen gehören immer zur 
gleichen Kette. 
Sei nämlich (a,b,c), eine Form von der in Satz 20* betrachteten 


(21°.) 


Art, — wir dürfen sie als reduzierte Leitform annehmen — und sei die 
Gleichung i?— D,u”= —1 lösbar, so ist*) 
=. u 
(22.) 
&u eb 
u. + = 


eine Substitution, die (a, b,c), in die symmetrische Form überführt. Sie 
soll eine grade Substitution sein. Ihr entspricht der €&. für die der Form 
zugeordnete Irrationalzahl 





| aP; ng Pad 
„= E |, Ny,.. 7, ©) = od — 5: . 
a ee neh & P„—Pı-, 
Darin ist 7,,7%,..ı, die Periode des €$., und die Substitution ( 5 ) 
Sagen —! 
muß für ein bestimmtes Lösungspaar t,u mit (22.) übereinstimmen, also 
P=i-2u Py3=u 
co 
ea eb 
Q, = 7% Q.-ı = u ad .. 


4 ıst die Länge der Periode, und nach (6.) in I, $2 ist **) 
P,Q:-ı “ BP. Q, —: ( u iyır 


oder 
?— DW = (— 1)*. 


*) Man beachte, daß ea und ec positiv, eb negativ ist, 
**, Für m in jener Formel ist hier «—1 zu setzen, 
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Hieraus folgt aber, daß A— u ungrade sein muß, folglich ist nach 
Satz 19 der Stamm in sich symmetrisch. Dies ist aber gleichbedeutend 
mit Satz 21. Ganz entsprechend wird der Beweis geführt, wenn (a,b, c), 
eine Form von der in Satz 20” betrachteten Art ist. 

Damit ist der Fundamentalsatz 15 vollständig bewiesen. 

Eine Form (a,b, c), wird zu einem scheinbar involutorischen Stamm 
gehören, wenn für sie die Substitution (21.) eine ungrade Substitution wird. 
Solche Formen gibt es aber für jede der in Betracht kommenden Deter- 
minanten, z. B. die Form (1,0,— D),, denn es besteht der Satz: 

Sind t,u Lösungen der Gleichung "— Du’ = —1, so ist die Substi- 


tution % stets ungrade. 
Es ergibt sich dies sofort aus dem in I, $4 bewiesenen Satz 11, 


denn es ist (' er ) grade-äquivalent mit der eigentlichen ungraden Substitution 


t Du —D 
Re: 

Wir können also den folgenden Satz aussprechen, wobei wir uns 
der Einfachheit halber ohne wesentliche Beeinträchtigung der Allgemeinheit 
auf primitive Formen und Stämme beschränken dürfen: 

22. ‚Scheinbar involutorische Stämme gibt es dann und nur dann, 
wenn die Gleichung 

(23.) ?—DuW"=—1 
in ganzen Zahlen lösbar ıst. 

Jede Form einer solchen Determinante, welche nicht zu einem 
scheinbar involutorischen Stamm gehört, ist mit ihrer symmetrischen Form 
grade-äquivalent, also folgt nach Satz 21: 

23. Alle nicht scheinbar involutorischen Stämme einer Determinante, 
für die die Gleichung (23.) lösbar ist, und nur diese, sind in sich symmetrisch. 

Wollen wir nun das Auftreten von scheinbar selbstkonjugierten 
oder scheinbar umkehrbaren Stämmen untersuchen, so liegt der eine oder 
der andere Fall vor, je nachdem die Formen (a,b, c), und (-a,—b,—c), 
grade- oder ungrade-äquivalent und die Stämme nicht in sich symmetrisch 
sind. Jedenfalls müssen also diese Formen oder die zugeordneten Irra- 
tionalzahlen » und w’ eigentlich äquivalent sein, d. h., wenn noch & durch 


[4 “ 
— ersetzt wird: 
dw 
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e _ aw+Pß, = u 
u ER ER 
also 
(24.) aaw+ (aA —cy)w— cd =0. 


Ist zunächst &=0, so muß auch aA—cy=0 und d=P0, also 


B=1,y=—1l und a=-—.c sein. Die Substitution (* % ist ungrade, 
also folgt (mit a=m,b=n): 

24. Jeder Stamm, welcher eine Form (m, n, — m), enthält, ist wirk- 
lich oder scheinbar umkehrbar, je nachdem er in sich symmetrisch ist 
oder nicht. 

Ist aber «+0, so folgt aus (24.) 


(25.) e+d=0, aß—cy=2be. 
Die erste Gleichung zeigt, daß jede eigentliche Substitution, durch die 


eine Form (a,b,c), nm (—a,—b,—c), übergeht, die Gestalt Wr > hat. 


Jede solche Substitution ist aber nach I, $4, Satz 11 eine ungrade Sub- 
stitution, also finden wir: 
25. Es gibt keine scheinbar selbstkonjugierten Stämme. 
Wir sind nun weiter in der Lage, sämtliche scheinbar umkehrbare 
Stämme anzugeben. Da d=—.« ist, so ist 
—Py=d+l1l, 
folglich müssen 8 und —y, die wir als positiv voraussetzen dürfen, Summen 
von 2 Quadraten sein: % 
al a. a ER 20 m. 66 
und da 
By = AH) Hr) kur’ + =iirtl 
sein soll, so muß es möglich sein, x, A, u,» so zu bestimmen, daß 
zutriv=—a 
und 
v—su=]| 
ist. Nach (25.) ist dann 
a(x” +3) + 2b(zu+ir)+c(W®+r)=0, 


also 


ax: +2bxu+ cu’ = — (al? +2biv +cv*) = m. 











Paul Epstein, Über Elementarkettenbrüche. 11. 57 


Hieraus folgt aber: 
Die Form (a,b, c), geht durch die eigentliche Substitution * ') ın die 


Form (m, n, — m), über, und darin ist 
n=axk+b(zv+iu)+cirv. 

Es zeigt sich damit, daß Satz 24 bereits alle Möglichkeiten des 
Auftretens von scheinbar umkehrbaren Stämmen erschöpft: Es muß also 
jedenfalls die Determinante eine Summe von zwei Quadraten sein, und für 
jede solche Determinante gibt es scheinbar umkehrbare Stämme; denn 
wenn für eine derartige Determinante die Gleichung {?— Du’ = —1 nicht 
lösbar ist, so gibt es keinen in sich symmetrischen Stamm, ist sie aber 
lösbar, so ist beispielsweise der scheinbar involutorische Stamm der Form 
(1,0,— D), gleichzeitig scheinbar umkehrbar. Es folgt ferner aus Satz 23, 
daß für solche Determinanten, für die die Gleichung ti" — Du’ = —1 lösbar 
ist, jeder scheinbar umkehrbare Stamm gleichzeitig scheinbar involutorisch ist. 

Die Einteilung der Formen in Stämme entspricht vollständig der 
Klasseneinteilung in der gewöhnlichen Theorie, aber sie deckt sich nicht 
mit ihr. Den reziproken Stämmen entsprechen die entgegengesetzten 
Klassen, den involutorischen Stämmen die ambigen Klassen, es kann aber 
vorkommen, daß zwei reziproke Stämme zusammen eine ambige Klasse 
bilden oder daß ein involutorischer Stamm zwei entgegengesetzte Klassen 
umfaßt. So gibt es z. B. für D=17 zwei reziproke Stämme mit den 
reduzierten Ketten: 











2,—5, 4 8,—9, 8 
ung gg ME ET 
8, 7,—4 a 
a ri FÜ 
eg ee rg 
— — RT En RE 
er naeh 
3 Seo 
mE 8 

nf 

24 


Diese beiden Stämme bilden zusammen eine ambige Klasse. 
Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 1/2. u 
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Dagegen besteht für D= 79 der folgende involutorische Stamm aus 
zwei entgegengesetzten Klassen; alle Formen mit gleichem Index gehören 
zu einer Klasse: 
































0. —21, 23, — 26 
ni a 9: a ie 
ir. Mia ni 3 ee ER 

6. a 26, 27,—3 
re, a ee DR MORE Re 

Eu en ei 
Knie Be. fe Be 

14, — 17,18 ; -0, 11,—2 
u ke re A 5 1,—13 ec 

3,— 8,— 5 9 Tui 70, 8 
ie 8 — 18,‘ 6 re 
25, 233, —18 ee Z Bea 

3, 2, — 25 14,— 3,— 5 1 a 9 
Er Re 8, N 
TR Ba gge: 5-1, 7 





Allgemein gelten die folgenden Sätze: 

26°. Zwei reziproke Stämme bilden eine ambige Klasse, wenn jede 
Form sich selbst uneigentlich äquivalent ist, also wenn gleichzeitig mit 
(a,b, c), auch die konjugierte Form (a, b, c)_, entweder im gleichen oder 
im reziproken Stamm auftritt, d.h. wenn jeder Stamm entweder selbst- 
konjugiert oder umkehrbar ist. 

26°. Ein involutorischer Stamm bildet eine ambige Klasse, wenn er 
selbstkonjugiert ist. Er «st dann gleichzeitig umkehrbar. 

Es sei (a, b, c), eine eigentlich primitive Form. Alle Transformationen 
der Form in sich werden erhalten durch 


@ t+bu cu 
(26.) ( Mn yes: w 
worin t,u Lösungen der Gleichung 
?—Du=i 


bedeuten. Ist nun D=1 mod 4 oder D=2 mod 4 oder D=4 mod 8, 
so muß notwendig u grade sein, also sind dann nach I, $4, Satz 10 alle 
Substitutionen (26.) grade Substitutionen, und es folgt: 
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It D=1 mod 4 odee D=2 mod 4 oder D=4 mod 8, so gibt es 
keine ungraden Transformationen einer eigentlich primitiven Form in sich. 

Hieraus schließt man nach Satz 16: 

27. Eigentlich primitive involutorische Stämme kann es nur für 
D=0 mod 8 und D=3 mod 4 geben. 

Ist aber (a,b,c), eine wneigentlich primitwe Form, also a und c 
grade Zahlen, dagegen b ungrade, so sind alle Transformationen der Form 
in sich durch 


+ bu ce 
u a 2 2 
(27.) ( = a, t—bu 
Zr 
gegeben, und darin sind i,« Lösungen der Gleichung 
?— Du=4. 
Hier ist D=1 mod 4. Sind t und u grade, so ist die Substitution 
grade. Sind i und « ungrade, so muß eine der Zahlen = und urn 
grade, die andere ungrade sein, folglich sind 5 und 5 ungrade und alle 


Substitutionen (27.) sind wiederum nach I, $4, Satz 10 grade. Daraus 
folgt der Satz: 

28. Es gibt keine uneigentlich primitiven involutorischen Stämme. 

Während es also für jede Determinante ambige Klassen gibt, treten 
involutorische Stämme ungleich seltener auf. 

Zum Schluß geben wir eine Tafel aller primitiven Stämme bis 
D=33. In der ersten Spalte stehen unter dem Wert der Determinante 
die Anzahl der Stämme und der Klassen. In der zweiten Spalte steht 
als Vertreter eines jeden Stammes eine reduzierte Leitform. Nur für D=5 
ist die letzte Form entsprechend Satz 12 keine Leitform. Je zwei rezi- 
proke Stämme sind durch eine geschweifte Klammer verbunden. :, s oder 
u bedeutet, daß der Stamm involutorisch, selbstkonjugiert oder umkehrbar, 
(%) oder (u), daß er scheinbar involutorisch oder scheinbar umkehrbar ist. 
Ein wagrechter Strich zwischen den Formen einer Determinante scheidet 
die eigentlich primitiven Stämme von den uneigentlich primitiven. Die 
dritte Spalte enthält die Periode des zu der Leitform gehörigen Elementar- 
kettenbruchs, 
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Wie man sieht, sind alle Stämme der Tafel entweder selbstkonju- 
giert oder umkehrbar. Dies kommt daher, daß bis D= 33 nur ambige 
Klassen vorkommen. Mit D= 34 treten die ersten nicht ambigen Klassen 
auf; ihnen entsprechen zwei reziproke Stämme mit den Leitformen 
(6, — 10, 11) (Periode 2, 2,2,2,2,3,2,3) und (11, — 12, 10) (Periode 8, 4) und 
die beiden dazu symmetrischen Stämme. Sie sind scheinbar umkehrbar, 
aber nicht scheinbar involutorisch, weil für diese Determinante die 
Gleichung ?— Du’= —1 nicht lösbar ist. Bekanntlich sind es im ersten 
Hundert nur die Determinanten 34, 37, 79, 82, für die nicht ambige Klassen 
‚existieren *). 





*) Gauß, Disqu. arithm. $ 304. Nach der Tafel von Cayley (ds. Journ. Bd. 60) 
würde noch D= 99 mit dem Typus IV, 2 hinzukommen, während Gauß (Werke Bd. 2, 
S. 475) den Typus IV, 1 angibt. Bei einem Vergleich der Cayleyschen Tafel mit 
unserer ist zu beachten, daß dort alle Formen mit positivem Index zu versehen sind. 
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D Leitform | Periode D Leitform Periode 
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Über das Verhalten einer ausgearteten hypergeome- 
trischen Reihe bei unbegrenztem Wachstum eines 
Parameters. 


Von Herrn Oskar Perron in Heidelberg. 


81. 


Setzt man in der hypergeometrischen Reihe 


Alı re  ‚,e@+1)B@+1) »,.. 
Fa,ßya=1+7.,rt+ 1-2-yY +1) 2” + 


- an Stelle von x und läßt dann « über alle Grenzen wachsen, so ent- 





(709, —1,—2,...) 


steht rein formal die ausgeartete hypergeometrische Reihe 


+1 
a) + ron 


Das ist eine ganze Funktion von z, und zwar, wenn P#+0,—1,—2,... 
ist, eine transzendente. 
Die Funktion $ genügt, wie man leicht verifiziert, der ausgearteten 
hypergeometrischen Differentialgleichung 
(2.) sy" +y-DyV—PBy=0, 
und zwar ist sie das einzige am Nullpunkt reguläre Integral derselben. 
Durch die Substitution y = e’z geht Gleichung (2.) über in: 
ze’ +(y+2)! -(P—y)e=0. 
Das im Nullpunkt reguläre Integral dieser neuen Gleichung ist augenschein- 
lich @(y— ß,y;— x), und daher muß 
B(B,y;2)=0.e by By; —2) 
sein. Für die Konstante (' ergibt sich, indem man x = 0 setzt, der Wert 
1. Also genügt die Funktion & der Funktionalgleichung 
(3.) B(B,y;2)= e By — By; —2). 
Setzt man in (1.) y+n an Stelle von y, so ist das infinitäre Ver- 
halten für n— » evident. Es ist eben 
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AR Hr ß P@+1) BR 
PATENT TE T Tan y 


also, wenn man die Reihe nach dem ersten, zweiten, dritten... . Glied abbricht, 
B(ß,y+n;a)=1+ 0(*), 


N ß 1 
P(ß,y+n; it net 0(-;), 


ce B@+D 1 
Dr ter) 














—  — u | | m (Be (ii A A a 


Dabei ist es hier wie auch späterhin gleichgültig, ob n ganzzahlig oder 
beliebig ins Unendliche wächst. 

Dagegen ist das infinitäre Verhalten von B(+n,y+n;x) für 
n— oo aus der Reihe (1.) nicht zu erkennen. Nach der Transformations- 


formel (3.) ist aber 
BP+nytrma)=- By —Aytm—a), 
und damit ist die Frage auf den vorigen Fall zurückgeführt. Man hat 


hiernach die Beziehungen: 
B(ß+ n,y+n;2)=e+0(2), 
a. Fe 1 
A ar! 5 y+ z|+ 0(5;). ' 
PEN. Aue. : Ami „hun 2|+0(3), 





n 
KH, N. 
y+tn 2(y+W(y+n+]1) 


$ 2. 
Im vorigen Paragraphen sind die trivialen Fälle erschöpft. Viel 
schwieriger ist die Untersuchung der Funktion 
B(P+n,y;e). 
Das soll gerade die Aufgabe der gegenwärtigen Arbeit sein. Um sie zu 
lösen, drücken wir & durch ein bestimmtes Integral aus. Für R(ß) > 0, 
R(y —P) >0 ist bekanntlich 


a —1 _ 9\7-3—1 _TWTYW-M) 
/[» (1—) dv N 














Bezeichnet man mit S eine Schleife in der v-Ebene, die vom Nullpunkt 
ausgehend zunächst der positiven reellen Achse folgt, dann den Punkt 
v=1 in positivem Sinne einmal umläuft und schließlich zum Nullpunkt 
zurückkehrt, so ist 


’ . 1 
Fi vv — 17 PAdo = (er D_ gr), f vr vo) d, 


Ss 0 
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wie man in bekannter Weise einsieht, indem man die Schleife S deformiert, bis sie 
sich auf die vor- und rückwärts durchlaufene Strecke (0, 1) zusammenzieht. 


Daher ist mit Benutzung einer bekannten Formel aus der Theorie der Gamma- 
funktion: 





Seo w=%sinn(y—p)-T ar 7 ß) 


T(ß) 
Ty)Ti—r+B) 
Hierbei muß X (9) > 0 sein, während die weitere Bedingung R (y — ß) > 0 
überflüssig ist. Denn auf beiden Seiten der Gleichung stehen ganze tran- 
szendente Funktionen von y. 
Wenn man hiernach in dem Integral 
f op — 1) rer dv Ri) >0 
8 
e’’nach Potenzen von x entwickelt und dann gliedweise integriert, erhält man: 


f ey — 1Y PA er 32 1 ar rg — 1) Flo 


= 2ni 











5 v0 d 
_ 5 a: T(# +») 
= Zi, +)I(1l—y+B)'’ 
oder also 
a de 2rri IP) 
4.) Jr (oa — 11 e = ForTli-r} 3) B(P,y;x), Ra>o. 


Setzt man 9 = zn so ergibt sich schließlich: 


(5.) P(R,y;o) = re - een ed,  wn>o, 





wobei der Integrationsweg Z in der t- Ehe eine Linie ist, die vom Unendlichen 
kommt, die Strecke (0,1) von der unteren in die obere Halbebene durchsetzt 
und wieder ins Unendliche geht. Man kann beispielsweise geradlinig von 
a—ioo bis a + i co integrieren, wenn a eine Zahl zwischen 0 und 1 bedeutet. 

Die Formel (5.) ist die gesuchte Integraldarstellung. Setzt man 
ß+n an Stelle von ß, so ist die Bedingung X(# +n)>0 wegen n — © 
von selbst erfüllt, und es ergibt sich: 


TY)TA-— ” 3 
(6.) D(ß+n,y; z) = (r) ern n) fr (ı1— it)” Bin e dt. 


Das hier auftretende Integral ist von der Form 
Ser to gt)rd, 
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und zwar ist gli) = Das Verhalten von Integralen dieser Form für 


n— «© habe ich unlängst in zwei Arbeiten untersucht*). Bei der dort 
befolgten Methode muß der Integrationsweg so abgeändert werden, daß 
auf ihm das Maximum von |g(t)| so klein wie möglich wir. An der 
Stelle, wo dieses Maximum erreicht wird (hier ist es der Nullpunkt), war 
die Funktion /(t) als regulär vorausgesetzt; sie kann aber auch einen Pol 
haben, was lediglich auf eine Wertänderung von y hinausläuft; der Stelle 
selbst muß nötigenfalls auf einem kleinen Bogen ausgewichen werden. 
In unserm Fall hat nun die Funktion 


)=1-N te 
am Nullpunkt eine wesentlich singuläre Stelle. Das scheint die Anwendung 
meiner Methode auszuschließen. Man kann aber auch jetzt zum Ziel ge- 
langen, wenn man den Integrationsweg und insbesondere den kleinen Bogen, 
auf dem man dem Nullpunkt ausweicht, nicht fest wählt, . in einer 


von n abhängigen Weise variiert. Schreibt man nämlich -- an Stelle von 





- 
t, so geht die Formel (6.) über in: n 
nr a Fa 
(7.) P{P+n,y;2) = Omiliß + n) { (1 =) de, 


wo in der neuen t-Ebene der keiten L, aus dem Unendlichen 
kommt, die Strecke (0, Yn) von der unteren in die obere Halbebene durch- 
setzt und wieder ins Unendliche geht. Diesen Weg Z, wollen wir nun 
unabhängig von n in passender Weise wählen; es wird sich dann zeigen, 
daß die a. a. O. erlangten Resultate anwendbar sind. Doch ist es not- 
wendig, zunächst den Integranden etwas umzuformen. 

Für !t| <Vn ist 


RB 1-n)lg(1— .)= (n+1+B-NC-+ Hattyst:) 


g n ot) 
=tVn+4®+ zum 


) Über das Verhalten der hypergeometrischen Reihe bei unbegrenztem Wachs- 
tum eines oder mehrerer Parameter; zweiter Teil. Sitzungsberichte der Heidelberger 
Akademie der Wissenschaften, meih. neh. Klasse, Abt. A. Jahrgang 1917. — Über die 
näherungsweise Berechnung von Funktionen großer Zahlen. Sitzungsberichte der k. bayr. 
Akademie der Wissenschaften, math.-phys. Klasse, Jahrgang 1917. 
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wobei die w,(t) Polynome von t sind. Daraus folgt weiter: 


a Aal are, 8% Pt) 
8. | 1— — gehe, DB 
(8.) ( ya) ; e Un’ ’ 
wo die £2,(t) ebenfalls Polynome von £ sind, und speziell ist 
(9.) 2,(t)=1. 
Wir setzen nun, unter k irgendeine positive ganze Zahl verstehend, 
ty _ ware, („220 | Ratn, ı) 

a0) (1-5) m te) 


und wollen den Rest R,(n,t) passend abschätzen. Beschränken wir zu 


dem Zweck t auf einen Bereich t' <{r, wobei natürlich r < Yn sein muß, 
so ist analog zu (8.): 


Y m ir-3l—1-n  \ 

(11.) (1-- /=) ee | Vm’ 
und zwar ist die hier auftretende Reihe nach ihrer Entstehungsweise eine 
Majorante zu der in (8.); also 

(12.) AN <n). | 
Da die Reihe (11.), wenn Yn >r ist, also gewiß für Yn= 2r konvergiert, 
so ist für Yn > 2r 


.», Rörı+ı(r) ® 2ir+ı+ı() er. 
5 Vn’ <sz (2r)” I «(r), 


wobei 7,(r) lediglich von r, nicht aber von n abhängt. Wegen (12.) ist 


dann erst recht 
8 gr (W 











am für (|< SiVe 
Das heißt aber soviel wie: 
(13.) IR(n, t)| < #,(r) für ti <r<}Vn. 
$ 3. 


Nunmehr wollen wir in (7.) den Integrationsweg L, so wählen, daß 
er von —® ausgehend zunächst der negativen reellen Achse folgt, sodann 
den Nullpunkt in positiver Richtung einmal umläuft, und schließlich nach 
— o zurückkehrt. Diese Wahl ist offenbar zulässig. Als Linie, auf welcher 
der Nullpunkt umlaufen wird, wählen wir einen Kreis X, der den Null- 
punkt zum Mittelpunkt hat, und dessen Radius r wir noch zweckmäßig be- 
stimmen werden. Die beiden Integrale längs der negativen reellen Achse 
unterscheiden sich voneinander nur durch den Faktor — e&"”,; wenn man 
in ihnen —t an Stelle von ? schreibt, erhält man leicht aus (7.): 

9* 
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(14) bB(P+n,y;0)= nt TB - Don PR T (S, * 2isinny-T,), 


wobei 





ya #/n 


(15.) ee [r(-— a: 
(16.) Ser) ti 
In dem Integral S, ist |{|=r. Daher können wir die Formeln 
(10.) und (13.) anwenden, wodurch sich ergibt: 
= I a (£) e* wi HE ı, 
1 ( +t)Yn 
. je er \ n 
| rn ferner Va 


Nunmehr ist klar, daß wir die beste Abschätzung erhalten werden, 
wenn wir den Radius r des Kreises X so wählen, daß auf X das Maximum von 


e 
7, 








e 
so klein wie möglich wird, oder, was dasselbe sagt, daß das Maximum von 


x(T +) 
so klein wie möglich wird. Der Kreis muß in diesem Fall durch einen 
Doppelpunkt der Kurve dritter Ordnung 
T 
R G + {)= Const. 
gehen. In einem solchen ist aber 


3(F+)=0, 


also =+YVz. Daher muß r = |Vz | gewählt werden. 
Nunmehr schließen wir zunächst den Fall aus, daß x reell und 
negativ ist. Sei also 


(18.) =, E>0,—-n<I9<n. 
Es ist dann 
(19.) r=V%, 


und auf dem Kreis X können wir 


ia yeelr) 
> 


setzen; dabei läuft z reell von an — 5 bis n 5, und es ist also 
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(20.) F 7a irrt rt. 
wobei 


3 
a | 


(21.) 8,.= ? ar) eh volyzel 2+°)) 80 HN ayöne” (os-ngz, 


RURrEL 4 
2 


Wegen -_ an <3<-n ist die Funktion 


is 
y(2)= g2e” (cos »—1) 
für alle in Betracht kommenden Werte von z absolut kleiner als 1; nur für 2= 0 
ist (2) =Y(0)=1. Daher kann man auf das Integral S,, die Resultate 
anwenden, die ich in der zweiten auf Seite 66 genannten Ärbeit gewonnen 
habe, wobei nur Y&n an Stelle von n zu treten hat. Nach der dortigen 
Formel (31.) ist das Integral S,, asymptotisch gleich einer Reihe der Form 


1 


Und zwar ist 


‚9 ’ ” 3 
Qu (er) VER). ri), 


wobei 
a—=Nn “ 0, = ne 
- Fr 4’ Ay 4’ 
also 
BR i9 E. - 
(22.) 9. = 2Va ce a2)” Q,(vEer), 


Allgemein findet man a. a. O. für Q,, ee Ausdruck 
Q,,= (a mag Bei Fr 4) 


Auf die Bedeutung der Zahlen g,,,, aller wir hier nicht eingehen. Doch be- 
merken wir, daß für ungerade Werte von » stets Q, , = 0 ist wegen des Faktors 
galt) _ gorli+) _ „ram (1 erütn), 

Die asymptotische Be re des Integrals S,, ist hiernach: 
1 1 ++ — 5 sy, k 
ml) an 


yv=( Zyem' 
Man hat also insbesondere: 
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8, = - ZuE [2 + + o(); 


und wenn man das in (20.) und dann in (17.) einsetzt, folgt nach leichter 
Umordnung der Glieder: 


| ne. Ur pe el # u... r% | 1 | 
a SE E 2 4 „2 e a RER U NER 
(23.) u 2 Yn’ +0(741) 
n 2 LER 


1 
.: yyRri /v R,(n,t)e' AG 
K 


Das Restintegral ist leicht abzuschätzen. Nach (13.) ist für |t|=V$, 
das heißt auf dem Kreise X, ' 
IRu(n,t)| < #,(VE). 
Außerdem bleibt jedenfalls 





rel 
unter einer Schranke G@, und endlich ist 


Rare 


Daher erweist sich das {ragliche Integral absolut kleiner als 
is 


FRE er 
2yäncosz -cosz 2Väncos> 


ie; | erVine Fe EP < e 











6 #,(VE) „aVfneng 2n VE =2GnVE #7, (VE) erime 
Aus (23.) folgt somit, wenn noch zur Abkürzung 
v 2 
(24.) 2 Ya EL = 4 
gesetzt wird: 
a 4 „2VEne v DAR 
harten? [ro] 
Da diese Formel für beliebig große Werte von %k gilt, besagt sie soviel wie 
4. y 1 is 
(25.) Te aVEne? 2 4, 
nz ch Vn’ 


Nunmehr wenden wir uns dem Integral 7, zu (Formel (16.)). 


Offenbar ist, nachdem wir r= V£ gesetzt haben: 
Yn © 


7, /n’| “ SWR a rn a 4 [ + F 





Nun ist für > V$: 
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Ferner für YE<t< Yn: 


—R(y) m hi 
(m Berl <};- 


t „Ror—A)—1— 
(145) 


are A. in’ _ 
Für t<Yn ist dagegen, wenn nur n genügend groß, 


—RK(r) t  Ror—A)— ion ir ' 
W 4 <(5) (+7) 
Edi ARFRSERCHL FI 


IritIr-AlHin 
<(1+7 Ten 
m; Vn Fi a ZN 
Ir Grz) 
Nimmt man diese ER KORER in den obigen Integralen vor, so ergibt sich: 


Iyl 
IT, Yn’ Ri, S W 2 + R HlrltIr-altın „En ih. ai : 
(14) 
= Oo (Yn”'*’) 4 oO (2 z Yn) 2 Oo (Un +"), 
Hiernach ist, wenn k eine beliebig große Zahl bedeutet, gewiß 


En cos I 1 
ryä =: —O(e ' . ya); 


vB In 





denn cos s ist positiv. 


Setzt man also in (14.) für S, die asymptotische Reihe (25.) ein, so kann 


das Glied mit 7, als infinitär Pig unterdrückt N und es kommt: 
er : T(1-y+ß+n) = 840 
. 2 en n prä Vin? 9 
MUTTER U, DEE 7 = "AR: 


Nun besteht bekanntlich eine asymptotische Entwicklung der Form 








wobei a,= 1 ist, während es uns auf die übrigen Koeffizienten a, nicht 
ankommt. Setzt man das oben ein, so ergibt sich als Endresultat, daß 


für D (B+n,y;x) eine asymptotische Entwicklung der folgenden Form existiert: 
EI NEN, SORIRER 


(26.) P(P+n,y;2)_ ug, nt ’e . 3 — 
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Von den Koeffizienten 9, ist der erste p, leicht anzugeben. Es ist 
nämlich 9, = 9; also nach (24.), (22.) und (9.): 
PN is (1-2 150 
PP == 9 =2Vne WIE, 
Aus (26.) folgt daher insbesondere, wenn man die Reihe ngch dem ersten 
Glied abbricht: 


ni -  Pi- ;) zu” ı— 2 us 
® (ß+n,y;2) = ng El *.f+och] 
Da aber £e'? = z ist, so u sich diese vomel noch etwas einfacher schreiben: 


(27.) B(P+n,y;2) = os (zn)i mer, L +0(7)] 


Unter den Potenzen und Ken sind dabei die Hauptwerte zu verstehen; 
reelle negative Werte von x sind ausgeschlossen. 
84. 
Jetzt wenden wir uns zu dem Fall, daß z reell und negativ ist; 
es sei also =—£. Dann ist der frühere Integrationsweg L, nicht zu ge- 
brauchen, weil auf dem Kreis X der Ausdruck 


|z+| sc:+0 
ed |=e 


konstant gleich 1 ist. Die Kurve 


zerfällt jetzt in den Kreis K und die imaginäre Achse. Ihre Doppel- 
punkte sind also = +iY£. Wir werden daher in (7.) für Z, einen Weg 
wählen, der durch diese Doppelpunkte geht, und auf dem sonst überall 


FR 
ıe | 3 
ist. Ein solcher Weg ergibt sich beispielsweise, indem man 
(28.) t= LI yE(l+ iv)? 


setzt und ® die reellen Zahlen von — oo bis + oo durchlaufen läßt. Der 
so gewählte Weg Z, ist eine Parabel, deren Achse die reelle Achse ist, 
und deren Scheitel im Punkt t=1Y? liegt. Diese Wahl des Weges Z, ist 
offenbar zulässig; Formel (7.) geht dadurch über - 


B(P+n,y:—$)= a PER be Aa hun 2.4 2; 





2niT($+n) 
x ["arioyr ti Ed Hirn art de; 











Perron, Das Verhalten einer ausgearteten hypergeometrischen Reihe. 


oder, etwas anders geschrieben: 


_TW) Fiü-rtd+m 1y5 
(29.) P (B +, u” )  “ T($+ n) GV) 5: U,+ AN 





wobei 


(30. U, = F (1+ wv)!?r E = ; F (1+ ca We re 


0 
ist, während V, aus U, hervorgeht, indem man © durch —i ersetzt. 


Das Integral U, zerlegen wir in 


L 2 
(31.) uf -/+/f 
0 0 2 
Wir wollen zuerst das letzte Integral abschätzen. Für v>2 ist, wenn 
ı—Iper +01 +1 VE 1) -iVio- ne 
gesetzt wird und n genügend groß ist: 


[> 
a>i+iK@-y>1+lle y: 
>ırii>e ' 














»Y: | 
tang 0, — n Br 2 >0 
n wi Een v+ Lay" ' 2_ | 
2’ m\ et Fe ) ch 


also 0 <a, < T Daraus folgt für genügend große Werte von n: 


ren et u 
ni 0, e (; vr v*) e e 

3'n 

EM.) = 1 

<e ut+2 ; 
Ferner ist 
no | 1, 
en arHie u .“ (#!+1)° < e* ai 


und endlich 
(I+ io Otte, 
wo C von v nicht abhängt. Das letzte Integral in Formel (31.) ist hier- 
nach absolut kleiner als 
Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 1/2. 10 
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L ua» 


Forte ee 





2 
und aus (31.) folgt somit: 
2 R £ va -in ve N ER, 
82) U,=- / (+ ir fı — 1f (1 + i0)%] er Br y+ Ole ®”), 
0 
Auf den Integranden wenden wir nun wieder die Formel (10.) an. 
Nach dieser ist mit leicht ersichtlicher Änderung der Bezeichnung: 


1-3 —; 1y (1+ iv) Pe = aa are (> » Sıb) +) 


e, Vn’ nr 
wo Wö, zu (9.) wieder L(w)=1; da * 
4-4 VE +4 VE +) <E VE 
ist, so gilt für den Rest R, nach (13.) die Abschätzung 


\R, (n, v) < #,(3 VE). 





Damit = sich: 














z Hin? _ 2 Ay 
U, = EI E ya af (1 + iv)'®re rg 2,() .\ une dv 
(33.) (Hi? 2 Yyc- 
+ 7m f (U Kir sg R, (n,) e\ := at! do+Ole r ”, 
0 
Da die Funktion 
+ Eu ei 2 — 112 
ol; r( 2 (1+ + — Gr 1 


stets < 0 ist, bleibt das letzte hier ah Integral unter einer von 
n unabhängigen Schranke. In dem Integral unter der Summe setzen wir, 
da die Funktion (34.) ihr Maximum für v=1 annimmt*), v=1-+ z, wo- 
durch sich ergibt: 





1 E+i+ ige P- 1 
(36.)U,= e'® 2 ZmSutriti®e re (+ 2) p(e)"de+0 (in) 
mit 
 (1+i+is)! 2 
(36.) logp(z) = | i = there 


Das hier auftretende Integral ist nach den a. a. O. gewonnenen 


Resultaten asymptotisch gleich einer Reihe der Form 
4 


1 8 
2 = Qu. (se ) 5 





*) Was vorauszusehen war, da dem Wert v=1 nach (28.) der Doppelpunkt 
t=iVE entspricht. 
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dabei ist 
1 
| —: 
du = (ee) (I +) Fe! 2, (TH), 


on ,=(. 


ira 


Daher, weil 1+i=V2e* ist, 


Q,=Vn gi’ e hu © 2,(1), 
und also insbesondere 


a 2 
(37). Do» En Yn 7 A a € ee 
Von den übrigen Koeffizienten Q,, bemerken wir nur, daß für ungerade 
Werte von v wieder Q,,=0 ist. Die asymptotische Reihe für das In- 
tegral in (35.) ist demnach [| 


1 1 


he ı air $ Op, ı 
PIE N’ “ 0 (2 VEn)” 


Das Integral ist also insbesondere gleich 
1 1 


I. ig [z Qp,,. R 0(- )l- 
272 ‚0 (2 VEn)” Vn Fr 
Setzt man das in (35.) ein, so folgt nach leichter Umordnung der Glieder: 


FRE | } PX. (2/8) | ’ 

iV En 4 4 au BEN 

VÄRE ı0 sy5° n ‘| 2 va +0 (a) +0 (7). 
Zieht man hier das zweite Ordnungssymbol unter die eckige Klammer, 

so kann das erste offenbar wegbleiben, und wenn noch zur Abkürzung 

















(38.) 2 Qnı,,—ı (2 v”= q, 

gesetzt wird, erhält man: 
Zu Ra L -i =; ‚Yin 
Er) 
Oder, da dies für beliebig große MORE von %& gilt: 
1 
ee 

(39.) U, ein e De 
Der erste Koeffizient g, ist dabei nach (38.) gleich Q,,; also nach (37.) 

(40.) a gar =G-5) = 


Genau ebenso ergibt sich: 
(41.) 
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8 in BR : Be. 

(42.) g= Yna a G ;) a 

Setzt man diese Resultate in (29.) ein, so erhält man schließlich: 
TW)TA-r+BH+n gr: a-3 (ae 24 „5 43 
ern de Ta. Eur 
oder wenn man den Gammaquotienten wieder durch seine asymptotische 
Reihe ersetzt: 

r(y) 13 rt ziVin Pr -uVmn © Ps 

(43.) B(P+ny de — 2 kn |" orte en 


v0 Vn’ v0 Yn’ i 





Dabei ist 9, = 9» P= %- Wenn man also die Reihen nach dem ersten 
Glied abbricht und die obigen Werte für q,, einsetzt, erhältman insbesondere: 


len 9-0 N er "+ 0] 


| 2 /n 
(44.) | ‚To zei) (& Aue PR? |1+ (5) 
2 Vr u 


Statt dessen kann man offenbar auch schreiben: 
r( - 


(4). 2(ß+n14;—9)= r FT Pc [eos (2 Vin +77) + des]! 
85. 


Ist x eine von Null verschiedene Konstante, so hat die Funktion von 2 





(1 — 2) di: 
im Endlichen die singuläre Stelle z=1, und zwar ist das eine wesentlich 
singuläre Stelle. Entwickelt man nach Potenzen von z: 


% 


(46.) (1-2) 507, 


n=0 
so hat die Reihe den Konvergenzradius 1. Das Verhalten der Koeffi- 
zienten c, für große Werte von n habe ich in einer früheren Arbeit unter- 
sucht*); die damaligen Resultate können aber auf Grund der heutigen 
Entwicklungen bedeutend verschärft werden. Für den Koeffizienten c, 
findet man nämlich, wenn man in der Formel 





1-9) (1-9 x a Rn y nn (1 — 2) 2’ 
v=( ®% 


i- z ya) y! 


*) Über das infinitäre Verhalten der Koeffizienten einer gewissen Potenzreihe, 
Archiv der Mathematik und Physik, 3. Reihe, Bd. 22, 
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rechts die einzelnen Terme nach Potenzen von z entwickelt und dann den 
Weierstraßschen Doppelreihensatz anwendet, den Ausdruck 


SO+HNCHr tr Hm, 





n 


v=( n!v! 
Also, wenn von 0,—1,—2,... verschieden ist: 
1)---(B+n—1 
7) TI En, Bio); 





dagegen, wenn = —p, wo peine der Zahlen 0, 1,2,... ist, fürn >p-+1: 


(47*.) = Bush ®(n+1,p+2;). 


(p+1)! 
Nun besteht bekanntlich eine asymptotische Entwicklung der Form 
B(# +1). (+n—]) | & 1 b, 

2 7 eh 2 7 
mit db, = 1, sodaß insbesondere 


PR Io Fe yo Fr we I +0 2) 


ist. Schließen wir also zunächst den Fall aus, daß x reell und negativ 
ist, so ergibt sich hiernach mit Benutzung von (47.) und (27.) für c, der Wert 





1 1 B 1, 2_3 i 1 
at a RE Een ANNE, 
(48.) ae ee 11+0(4)]; 
nur für = —p folgt aus (47°.): 


Pe at ar 
FBF IR .) ! +0()) 


Setzt man aber hier für p den Wert — ß ein, so entsteht sofort wieder 
die Formel (48.), die somit für beliebige Werte von / gilt. 





Ist = — $ reell und negativ, so folgt analog mit Benutzung von (44.): 
' vr 1 1-3 58 3 ni(i-5 2iVEn 1 
(48.) Te Ki e 1+0(,,-) 
1 18 s 1. B__3 TR 1 
ii Vz & 20 2” n? *e 8 ei’ in 1+ (| 
N 
wofür man in Analogie zu (45.) auch schreiben kann: 
ri 1, Pf 3r 
" ER 2 a Pe RE ld 1 
(48) „= va: e*’n & (2 Ven + ne )+ deal! 


Diese Formeln sind in Übereinstimmung mit den a. a. O. erhaltenen 
Resultaten. Der damals befolgte Weg war im Prinzip von dem heutigen 
nicht verschieden; jedoch wurde infolge weniger genauer Abschätzungen 
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nur ein Fehlerglied O ( ;- 

n 
igen Untersuchungen gestatten aber in Wahrheit noch mehr; sie zeigen 
nämlich, daß für ec, eine asymptotische Entwicklung der folgenden Form 


besteht: 


an Stelle von O (7) erhalten. Unsere jetz- 
n 





1 = ; ;. s- i eaY an 
mit einer en Modifikation, falls x eine ai negative Zahl ist. 
Setzt man allgemeiner 


(50.) (1-2)? & (B,7; —) = P d, 2"*), 
so findet man leicht: 
d,= B (ß + 1).+-(B + n—1) B(ß-+ N, y; 2). 


n! 
Aus (27.) folgt also, wenn x keine negative reelle Zahl ist: 


| 7 ı-3 ze p--i-7 eaYan |; 
(51.) dh= Sy 79° en 1+0(,,) 
für = —$, wo &>>0, ist dagegen nach (44.) 


d, = 1 IM ara gt, A / -; Be 5) 6 [1+0(, | 














BE E Piae Mare Dur Pen iur, er 1 
| + Sy,TW° e’'n e e 1+0(7-)|, 


wofür man auch erg kann: 
1 $-B 


(51. ") dw 1 F(y A u [os (@ Yen H-2 rl 





Yr T(#) 
Weiterhin geht aus unseren Resultaten hervor, daß für d, eine 
asymptotische Entwicklung der Form 
(52) u I em (vr Hatte ) 
"  2V/n F() Yn 
besteht, mit einer entsprechenden Modifikation, ee x eine reelle nega- 
tive Zahl ist. 


*) Für y=ß entsteht der vorige Fall, es wird d, =c,. 














Über lineare Transformationen in der Theorie der 
unendlichen Reihen. 


Von Herrn J. Sehur in Berlin. 





In seiner Arbeit „Über allgemeine lineare Mittelbildungen‘‘*) hat 
Herr O. Toeplitz darauf aufmerksam gemacht, daß die meisten der in der 
Reihentheorie vorkommenden Mittelbildungen sich als ‚‚zeilenfinite‘‘ lineare 
Transformationen der Form 


Yy,= 2 4ı%ı (x =1,2....) 
Al 


mit gegebenen Koeffizienten «a,, auffassen lassen, wobei verlangt wird, daß 
jede konvergente unendliche Zahlenfolge x, in eine ebenfalls konvergente 
Folge y, mit demselben Grenzwert übergehen soll. Die von Herrn Toeplitz 
in diesem Fall angegebenen notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für die Koeffizienten a,, gelten auch für die nicht zeilenfiniten linearen 
Transformationen 

(A.) Yy.= : 4, % (x=1,2,...) 


im=1 
von derselben Art (vgl. Steinhaus, a. a. O., 8. 129). In der Reihen- 
theorie hat man es aber häufig auch mit linearen Transformationen zu tun, 
an die weitergehende Forderungen gestellt werden, und zwar handelt es 
sich zumeist um zwei Arten von Operationen: erstens um solche, die jede 
konvergente Folge x, in eine ebenfalls konvergente Folge y„ überführen 


*) Prace matematyezno-fizyezne, Bd. 22 (1911), S. 113—119. — Vgl. auch 
H. Steinhaus, „Kilka sl}öw o uogölnieniu pojecia granicy“, ebenda, S. 121—134. 
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(wobei nicht notwendig limy, =limz, zu sein braucht), und zweitens um 
solche, bei denen allgemeiner jede beschränkte Folge x, in eine konver- 
gente Folge y, übergeht. Je nachdem der erste oder der zweite Fall vor- 
liegt, sage ich, die Substitution A sei komvergenzerhaltend oder konver- 
genzerzeugend. Eine konvergenzerhaltende Operation, bei der jedesmal 
limy,„=limz, wird, bezeichne ich als regulär*). Auf diesen Fall be- 
ziehen sich die Untersuchungen der Herren Toeplitz und Steinhaus. 

In ähnlicher Weise, wie das Herrn Toeplitz für die regulären Trans- 
formationen gelungen ist, lassen sich auch für die allgemeineren konvergenz- 
erhaltenden und konvergenzerzeugenden Operationen die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen angeben, denen die Koeffizienten a,, zu ge- 
nügen haben. Die Durchführung der Untersuchung bietet keine wesent- 
lichen Schwierigkeiten dar, die Ergebnisse, zu denen man gelangt, scheinen 
mir aber für die Theorie der unendlichen Reihen von erheblicher Wichtig- 
keit zu sein. Sie gestatten nicht nur, viele Betrachtungen nach einem 
einheitlichen Prinzip durchzuführen, sondern auch in fast allen Fällen zu 
. entscheiden, ob die Bedingungen, die für die aufzustellenden Behauptungen 
angegeben werden und zumeist nur als hinreichend erscheinen, auch not- 
wendig sind. Darunter fallen die meisten Untersuchungen über Mittel- 
bildungen, über die Multiplikation unendlicher Reihen, aber auch schein- 
bar tiefer liegende Sätze, wie z. B. der Abelsche Stetigkeitssatz in der 
Theorie der Potenzreihen**) und die einfachste seiner Umkehrungen, der 
bekannte Satz des Herrn Tauber. 

Es sei noch erwähnt, daß die hier behandelten Fragen viele Be- 
rührungspunkte mit den Untersuchungen über Integraloperationen der Form 


y.)= [A (r,s)a (8) ds 


aufweisen, die man den Herren H. Lebesgue***) und H. Hahn?) verdankt. 


*) Diese Bezeichnung habe ich schon in meiner Arbeit „Über die Äquivalenz 
der Cesäroschen und Hölderschen Mittelwerte“, Math. Ann. Bd. 74 (1913), S. 447—458, 
benutzt. 
**), Auf die Tatsache, daß der Abelsche Stetigkeitssatz in diesen Kreis von Be- 
trachtungen hineingehört, hat schon Herr Steinhaus (a. a. O., S. 131) hingewiesen. 
***, Sur les intögrales singulieres, Annales de Toulouse (3) Bd. 1 (1910), 
S. 25—117. 
t) „Über die Darstellung gegebener Funktionen durch singuläre Integrale“, 
Denkschriften der Wiener Akademie, Bd. 93 (1916). 
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81. 
Die drei Hauptsätze. 


Eine lineare Transformation A ist 'in erster Linie durch die un- 
endliche Matrix A= (a,,) der gegebenen Koeffizienten charakterisiert. Die 
Gleichungen (A.) schreibe ich wie üblich auch abgekürzt in der Form 
(y)= 4A (x), wobei (z) und (y) als Zeichen für die unendlichen Zahlen- 
folgen der x, und y, erscheinen. Im Falle der Konvergenz bezeichne ich 
die Grenzwerte von (z) und (y) kurz mit x und y. 

Hilfssatz. Sind a,, Q,,... gegebene reelle oder komplexe Kon- 
stanten, so ist die Reihe 


(1.) 4% rer 
dann und nur dann für jede konvergente Folge x, konvergent, wenn die Reihe 
(2.) ut@%+ -- 


absolut konvergiert. 

Ist nämlich (2.) absolut konvergent, so konvergiert (1.) sogar für 
jede beschränkte Folge x«,. Nimmt man aber die Reihe (2.) als nicht ab- 
solut konvergent an, so setze man 

= a+ la +..-+la, 
und wähle 
x,=0 oder .—„“, E 
An Sm 
je nachdem a, gleich Null oder von Null verschieden ist. Dann wird 
lim z,= 0, während (1.) in die Reihe zu übergeht, die nach einem be- 


kannten Satz von Abel zugleich mit = a, divergiert. 
Soll nun die lineare Transformation A konvergenzerzeugend oder 
auch nur konvergenzerhaltend sein, so muß für jedes x die Reihe 2 a8 


konvergieren, sobald nur limx, existiert. Nach dem Hilfssatz kann dies 
nur dann eintreten, wenn die Zeilenreihen 

Gautier 
sämtlich absolut konvergent sind. Diese Annahme soll im folgenden stets 
gemacht werden. Ich setze noch 


= > = 3. 
0, = Ay “ - au 
und bezeichne die Zahlen o, als die Zeilensummen und die £&, als die 
Journal für Mathematik. Ba. 151. Heft 12. 11 
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Zeilennormen*). Das Hauptziel der Untersuchung bildet nun der Beweis 
der nachstehenden Sätze: 

I. Die lineare Transformation A=(a,,) ist dann und nur dann 
konwergenzerhaltend, wenn folgende drei Bedingungen erfüllt sind: 

1. Für jedes A existiert der Grenzwert 

(3.) a, = lim a,,, 


den ich den A-ten Kolonnengrenzwert nenne. 
2. Die Zeilensummen 0,, O,,... nähern sich einem endlichen Grenzwert o. 
3. Die Zeilennormen {,, Es, . .. liegen unterhalb einer endlichen Schranke. 
Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist die Reihe 
(4.) a=4h+%+ 
absolut konvergent, und es wird für jede konvergente Folge x, mit dem Grenz- 
wert % 
(5.) y=lm Za,. =(lo—-e)s+,. +, %+--- 


zs=ol=1 


II. Eine konvergenzerhaltende Operation A ist dann und nur dann 
regulär, wenn die Kolonnengrenzwerte a, sämtlich gleich 0 sind und der 
Grenzwert o der Zeilensummen o, den Wert 1 hat (Satz von Toeplitz). 

III. Die lineare Transformation A ist dann und nur dann konvergenz- 
erzeugend, wenn außer den drei Bedingungen des Satzes I noch folgende Be- 
dingung erfüllt vst: 

4. Die Reihen 3 ja,, sind in bezug auf x gleichmäßig konvergent, 
d. h. zu jedem positwen e läßt sich eine allein von e abhängende ganze Zahl 
Il derart angeben, daß für alie Werte von x 
(6.) “+ 42 + Se 
wird. 
In diesem Falle ıst für jede beschränkte Folge x, 
(7.) im EZ a, =, +, + --- 


zu \=i 


Ich werde auch noch zeigen, daß die Bedingung 4. sich auf die 
etwas einfachere Form bringen läßt: 
4’. Die Folge L,,&,.... der Zeilennormen muß konvergent und 


*) Bei anderen Betrachtungen empfiehlt es sich allerdings, die Zahlen 3 a,,!? 
die Zeilennormen zu nennen. 
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(8.) iml,=d=la +1, +... 


“—=@ 


sein. 


82. 


Die Bedingungen der drei Hauptsätze sind hinreichend. 


Dieser Beweis ist sehr leicht zu erbringen. Sind nämlich die Be- 
dingungen 1. und 3. erfüllt und ist {,<M, so wird für jedes 4 
At Aa +++ aa <M. 
Hält man A fest und läßt z über alle Grenzen wachsen, so ergibt sich 
+ %+-+la <M. 
_ Daher ist die Reihe (4.) absolut konvergent und zugleich erhält man 


= < a|<M. 
=1 
Es sei nun z,,%,,... eine konvergente Folge mit dem Grenzwert x. 
Setzt man 2, =x+ 5, und führt die gewiß konvergenten Reihen 


© [e) 
N, .. = Ad, $,: N PER = a, S, 


ein, so wird lim n,=n. Denn ist e>>0 gegeben, so bestimme man, 
was wegen lim $, = 0 jedenfalls möglich ist, m derart, daß für A >m 
€ 
15: <ay 
wird. Alsdann kann k so gewählt werden, daß für <>k 
= (a, — 4) 51 < 3 
wird. Für <>k ist dann 
m—n|<| 2 (ma) + 2 (aut) 8 <;+2M. 


i=m-+1 


€ 


3M 


& 


also in der Tat limn,=n. Da ferner 
(9.) Y. = IE En 0, ZT Hr = Gyr $, 


ist, und auf Grund der Bedingung 2. die Zahlen o, den endlichen Grenz- 
wert o besitzen sollen, so wird 


ser Bin - en 


Xu ml 


was die zu beweisende Gleichung (5.) liefert. 
Ist außerdem noch a,= 0 für alle A und o = 1, so wird y=z, die 
Transformation A ist also in diesem Fall regulär. 


11* 
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Nimmt man noch außer den Bedingungen 1.—3. auch die Bedingung 
4. als erfüllt an, und genügt bei gegebenem &e die Zahl Z den Unglei- 
chungen (6.), so wird auch 


(10.) Yı tige te <e 
Betrachtet man nun irgend eine beschränkte Zahlenfolge z, und ist =, <X, 
so kann die Zahl k, so gewählt werden, daß für <>k, 


ı | 
= (a, — a)) 2,| <e 


wird. Dann ist, wenn die Summe der gewiß konvergenten Reihe &a,z;, 
mit y bezeichnet wird, wegen (6.) und (10.) für <>k, 


a | kl | 
%—yY <|z -a)alt,2, (au +la|)I ni <e+2Xe 


Daher ist, wie behauptet, 4 der Grenzwert der Folge (y)= A (2). 

Auch daß die Bedingungen 4. und 4’. dasselbe besagen, ist leicht 
zu erkennen. Um aus der Voraussetzung 4. die Richtigkeit der Gleichung 
(8.) zu folgern, schließt man in bekannter Weise folgendermaßen: Ist e 
gegeben und genügt Z den Ungleichungen (6.), so bestimme man %, derart, 
daß für <>%k, 


’ r 
9) laul—ia|| <e 


im=1 
wird. Dann ist für <>, 


! a 
«| < = IK — a, || 7 8 (aaltial)<e+t 28 


und daher lmZö, =«’. Ist umgekehrt diese Bedingung erfüllt, so be- 
stimme man, wenn & gegeben ist, eine Zahl r, für die 


53 'a| <; 


a 


wird, und wähle dann %, derart, daß für <>k, die Ungleichungen 
.— a’ <; ‚zial- 'a,.|) )<z 
bestehen. Für <>k, ist FR 


(eine rien 
2, = &-e)+ Zn -u)+ 2 lal<zt3tZ5 


Wählt man noch außerdem, was gewiß möglich ist, die Zahl s so, daß 
für <= 1,2,..., k, 


> Aa < € 
Ims+1 mr? 
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wird, so bestehen, wenn / die größere der beiden Zahlen r und s ist, 
die Ungleichungen (6.) für alle Werte von x. 
8 3. 
Beweis der Sätze I und II. 


Um zu zeigen, daß die Bedingungen dieser beiden Sätze auch not- 
wendig erfüllt sein müssen, empfiehlt es sich, einen etwas allgemeineren 
Satz zu beweisen: 

IV. Die lineare Transformation A führt dann und nur dann jede 
Nullfoige (x) in eine konvergente Folge (y)= A (x) über, wenn die Koeffi- 
zienten a,, den Bedingungen 1. und 3. des Satzes | genügen. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so ergibt sich aus dem in $2 Be- 
wiesenen unter Berücksichtigung der Gleichung (9.), daß, sobald lim z, = 0 ist, 
imy=,. +%%+ -- 

wird. 

Weiß man umgekehrt, daß die Folge (y) für jede Nullfolge (z) 
konvergent ist, so wird speziell, wenn bei gegebenem A die Zahl z, gleich 
1 und alle übrigen z, gleich O0 gesetzt werden, limz,=0 und y,=a,. 
Daher muß der Grenzwert lima,,= a, für jedes A existieren. 


on 


Wesentlich schwieriger ist es zu zeigen, daß auch die Bedingung 3. 
erfüllt sein muß. 

Man erkennt leicht, daß es genügt, den Beweis nur für reelle Zahlen 
a,, zu erbringen. Ich nehme also an, A sei eine reelle lineare Trans- 
formation, die jede (reelle) Nullfolge (x) in eine konvergente Folge (y) 
überführt, und unterscheide dann mehrere Fälle: 

1. Die Grenzwerte a,, a,,... sind sämtlich gleich Null*). 

Dann wird bei gegebenem » die Summe ja„|+---+ a, kleiner 
als jede vorgeschriebene positive Zahl, sobald nur x groß genug gewählt 
wird. Liegen nun die Zeilennormen Z, nicht unterhalb einer endlichen 
Schranke, so wähle man m, derart, daß [„>1 wird. Zu dieser Zahl 
bestimme man eine Zahl n,, für die 

Gum+i tr jan r] tr <L 
wird. Nun wähle ich, was jedenfalls möglich ist, eine Zahl m,, die den 
Bedingungen £,„ > 2° und 


*) In diesem Fall unterscheidet sich die Betrachtung nur wenig von der T'oeplitzschen. 
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ltr <l 
genügt, und kann dann durch passende Wahl von n, erreichen, daß 
mm +i tt Ammamre) + <l 
wird. Indem ich ın dieser Weise fortfahre, erhalte ich zwei Folgen po- 
sitiver ganzer Zahlen m, und n,, die folgender Bedingung genügen: Setzt 
man N, +Ng ++ n,=g, so wird für jedes v 


(11.) ae, za... na A za, ,|< l. asa<sa_17>n 
Dann ist gewiß 
(12.) < |, >r"—2 (1 <A<9) 


Man setze nun für <q, 
%, = SIG Q,,,; 
und allgemein für ,_, <A<{g, 


Gh 
| = n sıgn Um, FR 


Die Zahlen x, konvergieren dann mit wachsendem A gegen Null, die 
zugehörige Folge (y) ist aber nicht konvergent. Denn aus (11.) und (12.) 


folgt 


Ym, un 2 Um, ,a Da + = Om, ,8 L; + < Am; L, 


”_—2 


Dim = KW Ey - - au, —- 2 |j0.,1> a 
Daher enthält die Folge (y) eine Teilfolge, deren Zahlen über alle Grenzen 


wachsen. 

2. Die Zahlen a, sind nicht sämtlich gleich Null und die Reihe 
= a, ist absolut konvergent. 

Man betrachte dann die lineare Substitution 


y„= P> (a, —a)2% = y,— & a, %,. | 
Diese Operation führt ebenso wie A jede Nullfolge (z) in eine konvergente 
Folge (y’) über, sie genügt aber den Bedingungen des ersten Falles. Nach 
dem bereits Bewiesenen liegen daher die Summen | 
„= 63 a —a 

unterhalb einer endlichen Schranke, und da &, <{; + a, ist, so gilt 
dasselbe auch für die £,. 

3. Die Zahlen a, sind sämtlich positiv und die Reihe Za, ist dwergent. 

Für je zwei Zahlen A und u>A läßt sich dann k so wählen, daß 
für <> k die Größen a,,...,a,, sämtlich positiv werden und außerdem 
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1 | 
4,1 + A,1r2 + ... + G,u > (a, + ud E= a,) 


wird. Um nun eine Nullfolge (z) zu erhalten, für welche die Folge (y) 
divergent wird, wähle ich eine ganze Zahl n, derart, daß a, +---+a,>]1 
wird, und bestimme sodann eine Zahl m,, für die 


DO 


u, tt +. > : (a, ++: + a) > 
wird. Nun wähle ich eine Zahl p,, die der Bedingung 


Zia,ı Le den +m+1l,m+p+2...) 
A 


genügt. Dann läßt sich n, so bestimmen, daß 
n+mt+ıt n4m+2 tt Fr inın4m > 2’ 
ausfällt, ferner eine Zahl m, wählen, für die a, Yn,2,---> Im 4, POSItiV 


werden und außerdem 


1 
2 
Amn +p, +1 + Am.n+P,+2 r ade ’r Om + pı+ N, > I a 2 


gilt. Zu dieser Zahl m, kann ich dann 7, so wählen, daß 


za,,|<1 Genm+n+m+R+1.... 


u 

wird. Indem ich in dieser Weise fortfahre, erhalte ich drei Folgen po- 
sitiver ganzer Zahlen m,,n, und »,, die für jedes » folgenden Ungleichungen 
genügen, wobei ,=n,+P,ı+:::+n,+p, zu setzen ist: | 


In, >, 2u.,>5 = a, <L(l<e<tr_,r-ı <P<r_,tn,.y>r,).- 

Nun setze ich die ersten n, Zahlen x, gleich 1, die folgenden p, gleich 0, 

die nächsten n, gleich 5; die darauf folgenden p, gleich 0 usw. Dann wird 
Ym, = = Au, dt - Om ,5%st = Gm, %, 


>0+52a,,— 2 ,\>,.5—1 
Daher ist die Folge (y) gewiß nicht konvergent, während lim z, = 0 ist. 
4. Die Zahlen a, sind beliebig und die Reihe Z a, ist divergent. 
Sind dann die Zahlen 


Am: Uns .».. 
positiv und 


u OR 
negativ, so betrachte man die beiden linearen Substitutionen 
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die etwa mit A’ und A” bezeichnet werden mögen. Führt nun A jede 
Nullfolge in eine konvergente Folge über, so müssen auch A’ und A” diese 
Eigenschaft haben. Denn würde z. B. der Nullfolge (z’) eine divergente 
Folge (y’) = A’(xz’) entsprechen, so setze man 

m, = %ı; Im, = a... 
und alle übrigen z, gleich Null. Die so entstehende Folge (z) ist dann 
eine Nullfolge, die durch A in die divergente Folge (y) = (y’) übergeht. 
Da nun = a, divergent sein soll, so sind bei mindestens einer der Ope- 
rationen A’ und A” die Voraussetzungen des dritten Falles erfüllt, der, 
wie wir gesehen haben, nicht in Betracht kommt. 

Es kann also nur einer der beiden ersten Fälle eintreten, und in 
diesen Fällen ergab sich, daß die Zahlen Z, nach oben beschränkt sein 
müssen. Damit ist der Satz IV vollständig bewiesen. 

Der Satz I ergibt sich nun unmittelbar. Denn ist A eine kon- 
vergenzerhaltende Operätion, so geht speziell auch jede Nullfolge (z) in 
eine konvergente Folge A(x) über. Daher muß A wegen IV den Be- 
dingungen 1. und 3. des Satzes I genügen. Betrachtet man noch die Folge 

(13.) .=1 =|],..., 
für die y„= 0, wird, so erkennt man, daß auch die Bedingung 2. erfüllt 
sein muß. 

Verlangt man noch, daß A regulär sein, d. h. den Grenzwert jeder 
konvergenten Folge (x) ungeändert lassen soll, so lehrt die Betrachtung 
der Folge (13.) und der Nullfolgen 

,=lı,=0, vr) 


daß 
o=lmo,=1, ,=lima,=0 


x=n mo 


sein muß. Dies liefert den Satz II. 
Aus dem Satz I ergibt sich unmittelbar als wichtige Folgerung: 
V. Eine konvergenzerhaltende lineare Transformation führt jede be- 
schränkte Folge (x) in eine ebenfalls beschränkte Folge (y) über. 


$ 4. 
Beweis des Satzes III. 


Da eine konvergenzerzeugende Substitution A = (a,,) zugleich auch 
konvergenzerhaltend ist, so muß sie gewiß den Bedingungen 1.—3. des 
Satzes I genügen. Wir haben nur zu zeigen, daß, wenn die Bedingung 
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4. nicht erfüllt ist, eine beschränkte Folge (z) angegeben werden kann, 
für welche die Folge (y) = A (x) divergent ausfällt. Es genügt allein den 
Fall zu behandeln, daß die Zahlen a, sämtlich verschwinden. Denn trifft 
das nicht zu, so betrachte man an Stelle von A die lineare Transformation 


(B.) y == B3 (a,; — a,) Ts 


Am1 
Da = a,| nach Satz I konvergieren muß und daher auch Fa, x, für jede 
beschränkte Folge (x) konvergent ist, so ist zugleich mit A auch B kon- 
vergenzerzeugend. Bei dieser Operation sind aber die Kolonnengrenzwerte 
sämtlich gleich O0 und außerdem ist auch für B die Bedingung 4. nicht 
erfüllt, wenn sie für A nicht gilt. 

Es sei also A eine konvergenzerzeugende Operation, für die die 
Kolonnengrenzwerte a, sämtlich verschwinden und die Bedingung 4. nicht 
erfüllt ist. Die Koeffizienten a,, dürfen wir wieder als reell annehmen. 
Es muß dann mindestens eine Zahl & 0 vorhanden sein, für die, wie 
auch / gewählt werden mag, die Ungleichung 

Mur) Fuel + <e 
nicht für alle Werte von x besteht. Zu jedem / lassen sich dann auch 
unendlich viele x angeben, für die 
ar) + Q,,1+2 > 
wird. Ich wähle nun eine ganze Zahl m,, die der Bedingung 
amt lat >e 
‚genügt, und bestimme n, derart, daß 


| Me R 
amt) t [mn+a| + °°* < z 


wird. Nun kann ich (wie aus der Voraussetzung a, = %,= ++ =(0 folgt) 
eine Zahl m, > m, wählen, für die die beiden Ungleichungen 


Ami + Ehe a Amın| < 7 | Amy m +1 r | Um n+2 ac z 
gelten, und dann eine Zahl n, bestimmen, für die 


nat) tn |< 4 


wird. Setze ich dieses Verfahren fort, so erhalte ich zwei Folgen positiver 
ganzer Zahlen m,, n, (m, < m,,,) von der Art, daß, wenn u +: +n,=s, 
gesetzt wird, für jedes » die Ungleichungen 


S Om, |< 7 5 Am, Fri & < | m,,r! < I (1 — @ < $,—13 ß' er 8,—1 Y —>s,) 
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bestehen. Dann ist, wenn ß die Zahlen s, , + 1l,...,s, durchläuft, 
| e 3 
2 |, >77 7 


Ich setze nun für A =1,2,...,n 
z, = SIgD Q„.: 
und allgemein für s, , <A<s, 
x; = (- 1)” sign a. 
Dann wird, wenn v ungerade ist, 
Yn, = LE Una ba + Z an,9% + S 0. Bed Se er ge 


und ebenso für ein gerades » 
€ € 


6.8 
-m>j+ 1-5 
Die Folge (y) enthält dann eine divergente (oszillierende) Teilfolge und ist 
daher nicht konvergent, während doch die Folge (z) beschränkt ist. 

Damit ist auch der Satz III vollständig bewiesen. Es hat sich 
sogar ergeben, daß die Bedingungen 1.—4. erfüllt sein müssen, sobald nur 
verlangt wird, daß A jede Folge (x), deren Zahlen einen der Werte 0,1 
oder — 1 haben, in eine konvergente Folge überführen soll. 

Aus dem Satze III ergibt sich insbesondere: 

VI. Es gibt keine reguläre lineare Substitution, die zugleich auch 
als konvergenzerzeugend zu bezeichnen ist*). 

Denn ist A regulär, so müssen alle Kolonnengrenzwerte gleich 0 
sein. Wäre nun A zugleich auch konvergenzerzeugend, so würde aus der 
Formel (7.) folgen, daß für jede konvergente Folge (x) mit dem Grenz- 
wert x der Grenzwert y der Folge A (x) gleich 0 ist. Dies widerspricht 
aber der Annahme, daß stets y=z sein soll. 

Noch eine andere Folgerung aus dem Satze III ist beachtenswert: 
Eine konvergenzerzeugende Substitution A = (a,,) behält diese Eigenschaft, 
wenn alle Koeffizienten a,, durch ihre absoluten Beträge ersetzt werden. 
Dies folgt einfach aus der Tatsache, daß beim Übergang von A zu B 
= (la,,|) an Stelle der Zahlen a, und o, die Zahlen |a,| und £, treten. 
Die Gleichung (8.) zeigt nun, daß B allen Bedingungen des Satzes III 
genügt. 


*) Dieser Satz findet sich schon bei Herrn Steinhaus (a. a. O., S. 129). 
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$ 5. 
Eine Ergänzung zum Satze I. 


Es sei wieder 


e 
(14.) Y. == = A, % (x =1,2,...) 
eine konvergenzerhaltende Substitution, und man setze wie früher 
. oo 2 
a; = lim a,,, o = lim ‚2 0,0= 3a. 
-1 ml 


mon X um 0 


Nimmt man die Folge (z) als nicht beschränkt an, so läßt sich im all- 
gemeinen über das infinitäre Verhalten der Folge (y) nichts Bestimmtes 
aussagen. Bemerkenswert ist aber folgender Satz, der sich auf einen für 
die Anwendungen wichtigen Spezialfall bezieht: 

VII. Sind die Koeffizienten a,, der (konvergenzerhaltenden) Substi- 
tution (14.) nicht negative reelle Zahlen, so kann für reelle Zahlen x,, unter 
denen nur endlich viele negativ sein sollen, geschlossen werden, daß lim y, = 
ist, wenn eniweder o >a und limz, = ® ist, oder wenn die Reihe 

(15.) 4a ++ -- 
divergent ist. | 

Hierbei ist natürlich anzunehmen, daß die Reihen (14.) für die zu 
betrachtenden x, sämtlich konvergieren. Zu beachten ist ferner, daß in 
unserm Fall o nicht kleiner als « sein kann. Denn für jedes n folgt aus 


7) n 
= 20,> = Gy 


Am=1 
indem man x über alle Grenzen wachsen läßt, 


o> 3 a,d.h.o > 3 aı. 


— je1 — 1-1 
Es sei nun zunächst o >« und lim z,= ©. Es genügt den Fall 


zu behandeln, daß alle x, positiv sind. Denn trifft das nicht zu und ist 
2; >0 für A>n, so betrachte man an Stelle der y, die Ausdrücke 


[r +} 
"= 3 0,2%. 
Y, bat „A wi 


Diese Gleichungen bestimmen wieder eine konvergenzerhaltende lineare Sub- 
stitution, bei der an Stelle von o und « die Zahlen 

*=-0— (a +%+.-. +4), ot=a— (++: ++0,) 
treten, so daß auch 0* >.«* wird. Weiß man nun, daß lim y* = « ist, 
so folgt dasselbe wegen 


n n 
lım = dad, = = a, &, 
=] 2. 
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auch für die y,. — Es sei also z,>0 für alle Werte von 4. Ist nun @ 
eine gegebene positive Zahl, so wähle man ? derart, daß für >| 











2G 
lag: o—.a 
wird. Dann wird 
) 2G n 2@ s 
u > = 0o,— n 


Der rechts stehende Ausdruck konvergiert mit wachsendem x gegen 
2G i 2@ 
rn w=- a;) Be. pr (—a)=2G@G 
und ist daher, wenn x eine gewisse Zahl % übertrifft, größer als @. Zu 
jedem @ läßt sich also k so wählen, daß y, >@ für z>k wird, d.h. 


es ist lim y,= ». 





Sind ferner die Zahlen x, von einer gewissen Stelle an nicht ne- 
gativ und ist die Reihe (15.) divergent, so bestimme man, wenn @ 0 
gegeben ist, eine Zahl m derart, daß für A>m 
.>0, a. +, % ++, m >2@ 
wird. Dies ist jedenfalls möglich, weil alle a, nicht negativ sind, die Reihe 
(15.) im Falle der Divergenz also eigentlich divergent ist. Es wird dann 


Yx = z A 7E 


m 
und da diese Summe mit wachsendem x gegen z a, x, konvergiert, so er- 


gibt sich wieder, daß y, von einer gewissen Stelle an größer als @, also 
lim y, = ® ist. 

Zu bemerken ist noch, daß, wenn die Reihe (15.) konvergent ist, 
im Falle o= « die Annahme limz, = © noch keine bestimmten Schlüsse 
über das infinitäre Verhalten der y, zuläßt. Betrachtet man z. B. die 
Substitution 


bei der alle a, verschwinden und o=«=0 ist, so wird limy, =log2 für 
z=4ıundlimy=® für y=#4. 

Ich erwähne auch noch, daß in dem hier betrachteten Falle a,, > 0 
die Bedingung o = .« mit der Bedingung 4’. des $ 1 identisch ist. Durch 
o= «a wird also die Substitution (14.) als eine konvergenzerzeugende Ope- 
ration charakterisiert. 
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8 6. 


Gruppeneigenschaften der konvergenzerhaltenden Transformationen. 


Sind A= (a,,) und B= (b,,) zwei unendliche Matrizen und sind die 
Reihen 


(16.) Dı= PR: a,b, (,4=1,2,...) 


sämtlich konvergent, so bezeichne man wie üblich die Matrix (p,,) mit 
AB. Nimmt man insbesondere an, daß A und B konvergenzerhaltende 
Substitutionen sind, so sind die Reihen (16.), wie aus dem Satze I folgt, 
sogar absolut konvergent, das Produkt AB hat demnach einen Sinn. 
Man kann auch leicht direkt zeigen, daß AB den Bedingungen des Satzes 
I genügt, also wieder konvergenzerhaltend ist. Dies folgt aber einfacher 
aus dem präziseren Satz: 

VIII. Sind A und B zwei konvergenzerhaltende lineare Substitu- 
tionen, so ist für jede beschränkte Folge (x) 


(17.) AB (z) = A(B(«)). 
Oder ausführlicher: Setzt man 


so wird 


Diese Gleichung besagt nämlich nur, daß 
B> 7 B> G,, b,= >> G,, b b,; T, 
Ami -| v=1 Am=1 
ist. Daß diese Umordnung zulässig ist, folgt aber einiach aus der Tat- 
sache, daß die Doppelreihe 
(18.) 2, A, b,; zT, 
absolut konvergent ist. Denn ist 
= z b,, < M, Er <Ä, 
so wird für jedes n 
2b <220(Zu)<XME a. 
Wählt man noch eine dritte konvergenzerhaltende Substitution 
C= (c,,) und setzt 
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In = 2 b., FE 
so folgt aus VII für ,=c;, 


+) & 
z Par 0 = & Um Qu5- (a,#5=1,2,...) 
me ya 


Diese Gleichung besagt nur, daß 

(19.) (AB)C=A(BC) 
ist. Für die Zusammensetzung der konvergenzerhaltenden Substitutionen 
gilt also das assoziative Gesetz. Die Koeffizienten der Substitution (19.), 


die auch mit ABC bezeichnet werden kann, sind nichts anderes als die 
absolut konvergenten Doppelreihen & a,, b,, 6,.- 
A,V 


Aus (17.) folgt unmittelbar, daß das Produkt AB zweier konvergenz- 
erhaltender Substitutionen von derselben Art ist. Zugleich ergibt sich, 
daß, wenn A und B regulär sind, auch AB regulär ist. Da ferner (17.) 
für jede beschränkte Folge (z) gilt, so erkennt man mit Rücksicht auf 
den Satz V ohne weiteres, daß AB eine konvergenzerzeugende Substitu- 
tion wird, sobald nur mindestens eine der beiden (konvergenzerhaltenden) 
Substitutionen A und B diese Eigenschaft besitzt. Dieses Resultat kann 
mit Hilfe der Bezeichnungen der Gruppentheorie so ausgedrückt werden: 


IX. Die regulären und die konvergenzerzeugenden Substitutionen 
bilden zwei Untergruppen R und 3 innerhalb der Gruppe 9 aller konvergenz- 
erhaltenden Substitutionen. Diese Untergruppen besitzen (auf Grund des 
Satzes VI) kein Element gemeinsam. Die Gruppe 3 der konvergenzerzeu- 
genden Operationen ist eine invariante Untergruppe von 9. 

Ich betone ausdrücklich, daß ich hierbei ein System & von Öpe- 
rationen irgendwelcher Art, die zusammensetzbar sind und dem assozia- 
tiven Gesetz genügen, als eine Gruppe bezeichne, sobald nur das Produkt 
von je zwei Elementen von & wieder in & vorkommt. Es wird also nicht 
verlangt, daß die Inversen der Elemente von & der Gruppe angehören 
sollen. Diese Inversen brauchen überhaupt nicht zu existieren, ebenso 
kann auch die identische Operation nicht vorhanden sein. 


Es sei noch erwähnt, daß die zu einer konvergenzerhaltenden Trans- 
formation A= (a,,) gehörende Doppelreihe 


A(z, y) Ba 27 G,, 7, Y; 
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absolut konvergent ist, sobald nur die Reihe Erz, absolut konvergiert und 
die Folge y, beschränkt ist. Dies ergibt sich ganz ebenso wie vorhin für 
die Doppelreihe (18.).. Der Ausdruck A (z, y) braucht aber nicht eine im 
Hübertschen Sinne beschränkte Bilinearform zu sein. Schon allein die 
hierbei zu machende Voraussetzung, daß die Reihen Z a,,” sämtlich kon- 
vergent und unterhalb einer endlichen Schranke gelegen sein sollen, braucht 
nicht erfüllt zu sein. Die Bilinearform A(z,y) ist aber jedenfalls be- 
schränkt, wenn je zwei Koeffizienten a,, und «a,, entweder einander gleich 
oder konjugiert komplex sind. Denn in diesem Fall sind alle Reihen 


o , © . Ä 
P3 @,ıl = Ay 
Am1 wm | 


konvergent und unterhalb einer endlichen Schranke gelegen. Dies ist aber 
nach den Ergebnissen des $2 meiner Arbeit „Bemerkungen zur Theorie 
der beschränkten Bilinearformen mit unendlich vielen Veränderlichen‘‘ *) eine 
hinreichende Bedingung für das Beschränktsein der Bilinearform A (z, y). 


8 7. 


Reversible Operationen. 
Es sei wieder 


(20.) An P> Q,, 7 (x=1,2,...) 


eine konvergenzerhaltende Substitution A. Eine (unendliche) Matrix B = (b,,) 
nenne ich eine zu A inverse Matrix AT", wenn ihre Elemente für alle 
Indizespaare *,A den Gleichungen 


(21.) z A,, b,; 3 e, B3 b,, du, = 6, (eu a, l, 77 = 0 für a=+ ß) 
genügen, die wie üblich auch kürzer in der Form | 
(21’.) AB=E, BA=E 


geschrieben werden können. Hierbei ist natürlich noch zu verlangen, daß 
die Reihen (21.) sämtlich konvergieren sollen. 

Die Gleichungen (21’.) können entweder keine oder nur eine oder 
auch mehrere (unendlich viele) Lösungen besitzen. Es kann aber jeden- 
falls nicht mehr als eine inverse Matrix A" geben, zu der wieder eine 
konvergenzerhaltende Substitution gehört. Denn sind B und B, zwei der- 





*”) Dieses Journal, Bd. 140 (1911), S. 1—28. 
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artige Lösungen von (21’.), so ergibt sich, weil für die Zusammensetzung 
der konvergenzerhaltenden Substitutionen das assoziative Gesetz gilt, 


B=BE=B,(4AB)=(B,A)JB=EB=B. 
Wir stellen nun folgende Definitionen auf: 


Definition I. Besitzt eine konvergenzerhaltende Substitution A eine 
Inverse, die wieder konvergenzerhaltend ist, so bezeichnen wir diese mit A" 
und nennen A eine algebraisch umkehrbare Substitution. 


Definition II. Eine konvergenzerhaltende Substitution A bezeichnen 
wir als reversibel, wenn für je zwei Zahlenfolgen (x) und (y), zwischen denen 
die Beziehung (y)= A (x) besteht (d. h. die Gleichungen (20.) gelten), aus 
der Konvergenz der Folge (y) auch die von (x) folgt. Ist außerdem A noch 
algebraisch umkehrbar, so soll A eine eigentlich reversible Substitution heißen. 


Ist nun A algebraisch umkehrbar und denkt man sich irgend eine 
beschränkte Folge (y) gegeben, die in der Form (20.) darstellbar ist, so 
ergibt sich unter der Annahme, daß auch die Folge (x) beschränkt ist, auf 
Grund des Satzes VIII 


A'(y)= AT"(A(e)) =E(e) = (2). 
Umgekehrt genügt auch die Folge (x) = A! (y) der Beziehung (y) = A (z). 
Soll nun dies die einzige Lösung der Gleichungen (20.) sein, so muß offen- 


bar noch verlangt werden, daß zu A überhaupt keine Nullösung gehören 
soll, d. h. keine Folge z;, die den Gleichungen 


ao 
0= Zen % (=1,2,...) 


genügt, ohne aus lauter Nullen zu bestehen. In diesem und nur in diesem 
Falle ist A zugleich auch als reversibel zu bezeichnen. Wir können also 
sagen: | | 

X. Ist A eine konvergenzerhaltende Substitution, die algebrassch um- 
kehrbar ist, so besitzen die Gleichungen (20.), wenn (y) eine gegebene be- 
schränkte Folge ist, nur eine beschränkte Lösung (x), nämlich die Lösung 
(2) = AT'(y). Insbesondere gibt es keine beschränkte Nullösung. Eine dl- 
gebraisch umkehrbare Substitution ist dann und nur dann reversibel, wenn 
sie überhaupt keine Nullösungen (also auch keine nicht beschränkten) besitzt. 

Man macht sich das Ganze an folgenden Beispielen klar: 

1. Hat A die Form 














J. Sehur, Über lineare Transformationen in der Theorie der wmendlichen Reihen. 97 


0,0 0 
Ag; Qgg 0 
(ig; Qgg Asz -. - 


A= 


und sind die Elemente a,, sämtlich von Null verschieden, so besitzt A 
nur eine Inverse A", die nicht notwendig konvergenzerhaltend zu sein 
braucht. In jedem Fall gehört aber zu A keine Nullösung, und bei ge- 
gebenem (y) ist (2)= AT” (y) die einzige Lösung der Gleichungen (20.). 
Reversibel ist die Substitution dann und nur dann, wenn sie algebraisch 
umkehrbar ist, d. h. wenn die Inveree A" den Bedingungen des Satzes 
I genügt. Die gewöhnliche Mittelbildung 


1 
Y, -=-4+%+ ...+%,) 
ist z. B. nicht reversibel, dagegen gilt das*), wenn « irgendeine Konstante 


mit positivem Realteil ist, für die Transformation 
y-ant+ (ka tmnt- +2). 
2. Die konvergenzerhaltende Substitution A habe die Form 


dıı die (dys ..». 
0 Gy Ag: -. 
22. A= 
En a ae Se de 
wobei die a,, wieder von Null verschieden sein sollen. Auch hier existiert 
nur eine Inverse A», aber selbst dann, wenn diese Inverse konvergenzer- 
haltend ist, braucht A nicht in unserem Sinne reversibel zu sein. Wohl das 
einfachste Beispiel dieser Art liefert die Substitution 


(23.) y.-= 27, Ber D.+1 
deren Inverse 
(24.) z,= 5 + b FROH 


ist. Beide Substitutionen (23.) und (24.) sind als regulär zu bezeichnen, 





*) Vgl. meine in der Einleitung zitierte Arbeit. Eine Verallgemeinerung dieses 
Satzes hat Frl. M. Verbeek in ihrer Inaug.-Dissertation „Über spezielle rekurrente 
Folgen und ihre Bedeutung für die Theorie der linearen Mittelbildungen und Ketten- 
brüche“ (Bonn, 1917) bewiesen. 


Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 12. 13 








98 J.Schur, Über lineare Transformationen in der Theorie der unendlichen Reihen. 


umkehrbar, aber nicht reversibel. Dagegen besitzt (24.) keine Nullösung 
und stellt daher eine eigentlich reversible Operation dar. 
3. Ein besonders interessantes Beispiel von der Form (22.) liefert 
die Substitution 
(25.) Ya Gr 7 62 Gar2 7 Orr dar 7 999 umiR... 
die mit dem Kettenbruch 


Gl, &l 
(26) + rl 


zusammenhängt. Nimmt man die Reihe 


(27.) tig +t- 
als konvergent an, so wird (25.) eine konvergenzerhaltende Operation. 


Setzt man für m<n 








und außerdem 
Di+2) va DW+» _ 1, DW+» 2 D«+® ee a RE 
so kann die Inverse von (25.) in der Form 
2=y,+6% Dis Yrat ar DR Yırs + 54: PD’ yrıt 
geschrieben werden. Diese Substitution ist wieder konvergenzerhaltend. 
Dies folgt leicht aus dem Satze I mit Hilfe der bekannten Ungleichungen 
DPI < (+ DA + Ar) + lan)) 
Die Substitution (25.) ist also, sofern nur die Reihe (27.) konvergiert, 
algebraisch umkehrbar, sie ist aber auch reversibe. Eine Nullösung z, von 
(25.) müßte nämlich den Gleichungen 
(28.) 1 BB —gir—=(0 
und 
V0=%, — %,rı 0% ur («=1,2,...) 
genügen. Hieraus folgt aber, daß die x-te Partialsumme der Reihe (28.) 
nichts anderes als z, ist. Es müßte also lim z,= 0 sein und dies würde, 
da (25.) als algebraisch umkehrbare Substitution jedenfalls keine be- 
schränkte Nullösung aufweist, erfordern, daß alle z, gleich 0 sind. 
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4. Eine allgemeine Klasse von linearen Substitutionen mit un- 

endlich vielen Inversen stellen die sog. Jacobischen Transformationen 

9.) Yy,= 1% Tr % — %rı “=1,8,..,0=0.) 

dar, deren Zusammenhang mit den Kettenbrüchen der Form (26.) bekannt 
ist. Konvergenzerhaltend ist (29.) dann und nur dann, wenn limc, einen 
endlichen Wert hat. Haben die Ausdrücke D® dieselbe Bedeutung wie 
vorhin, und nimmt man die c, als von Null verschieden an, so erhält man 
alle zu (29.) inversen Substitutionen A" = (b,,), indem man 
Da ,_pW .;. | 
EZ e—_ ‚b,= D®, bu —- Di wu>Lien 
e 6%... Cu ‚ 

setzt*),. Hierbei kann der Parameter t einen beliebigen Wert haben. 
Jede Nullösung von (29.) hat ferner die Form 

zy=&,2,=5DM, 

Sind nun die Zahlen |D® unterhalb einer endlichen Schranke gelegen 
(was z. B. eintritt, wenn die Reihe (27.) konvergent ist), so kann es ge- 
wiß keinen Wert von ti geben, für den die Substitution A" konvergenz- 
erhaltend wird. Wählt man aber z. B. alle c, gleich 1, so wird AT”, wie 
eine einfache Rechnung zeigt, nur dann eine konvergenzerhaltende Opera- 
tion, wenn £ den speziellen Wert 


b,ı =1, b,, sa (- 1)* 





erhält. Die zugehörige Substitution A" läßt sich dann in der einfachen 
Form 

(30.) = 2 (-Yhrtn+ Z,hty 
schreiben. Hierbei bedeuten f,, fa... die sog. Fibonaccischen Zahlen 

helhh-lfhshıtle 

Aber auch in diesem Fall ist die Substitution (29.) nur algebraisch um- 
kehrbar, aber nicht reversibel. Dies folgt einfach daraus, daß die Zahlen 
z,=f, eine Nullösung von (29.) liefern. Die inverse Substitution (30.) 
ist auch hier wieder als eigentlich reversibel zu bezeichnen. 

Es bereitet keine Mühe, nach diesem Prinzip auch allgemeinere Klassen 
von konvergenzerhaltenden Substitutionen herzustellen, die algebraisch um- 


*) Eine ähnliche Betrachtung findet sich bei O. Toeplitz, Zur Theorie der qua- 
dratischen Formen mit unendlichvielen Veränderlichen, Gött. Nachrichten, math.-phys. 
Klasse, 1910, S. 489—506. 


13* 
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kehrbar, aber nicht reversibel sind. Geht man ferner von irgendeiner re- 
versiblen Substitution (20.) aus, so bestimmen die Gleichungen 


Yı= 0, Yy.ı = z G,—1,1 % (a2, 8, ...) 


eine lineare Transformation, die reversibel ist, ohne algebraisch umkehrbar 
zu sein. 

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, daß, wenn eine alge- 
braisch umkehrbare Substitution A regulär ist, auch ihre Inverse A" re- 
gulär sein muß. Ebenso leicht erkennt man, daß eine konvergenzerzeu- 
gende Substitution weder algebraisch umkehrbar noch reversibel sein kann. 


$ 8. 
Über die Multiplikation unendlicher Reihen. 

Gegeben seien zwei unendliche Reihen 

(u) tr, 

(v) tr 
mit den Partialsummen 

U,=-u+%+:.-.+u, V,=-u+t%+:  +V%. 
Die nach der Cauchyschen Regel gebildete Produktreihe 

(w) wtWw+‘ 

wird bekanntlich erhalten, indem man 

vu, + % unit‘ tu, (n=1,2,...) 

setzt. Ihre Partialsummen mögen mit W, bezeichnet werden. Im Falle 
der Konvergenz sollen U, V, W die Summen der entsprechenden Reihen 
bedeuten. Sind alle drei Reihen konvergent, so ist jedenfalls, wie schon 
Abel gezeigt hat, W= UV. Herr Mertens*) hat ferner bewiesen, daß die 
Reihe (w) konvergent ist, sobald nur die Reihen (uw) und (v) konvergent 
sind, und mindestens eine von ihnen absolut konvergiert. 

Dieser Satz folgt nun sehr einfach aus unserem Satz I, wobei sich 
noch folgender Zusatz ergibt, aus dem hervorgeht, daß das Mertenssche 
Resultat in einem gewissen Sinne durch kein schärferes ersetzt werden kann: 
Geht man von irgendeiner Reihe (u) aus, die nicht absolut konvergent ist, 
so läßt sich stets eine komvergente Reihe (v) angeben, für welche die Pro- 
duktreihe (w) divergent wird. 


*) „Über die Multiplikationsregel für zwei unendliche Reihen“, dieses Journal, 
Bd. 79 (1875). 5. 182—184. | 
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Es ist nämlich 

(31.) W,=wV, +uwnN/t+t + V/. 
Denkt man sich die Reihe (u) beliebig gegeben, so definieren diese Gleı- 
chungen eine lineare Transformation A = (a,,), welche die V,„ in die W, 
überführt. Wird nun verlangt, daß (w) konvergieren soll, sobald nur (v) 


konvergiert, so bedeutet das nur, daß A eine konvergenzerhaltende Opera - 
tion sein soll. In den Bezeichnungen des $ 1 wird hier nun 


o U, = |% + |Ug +. +lw. 


Die dritte Bedingung des Satzes I besagt hier nur, daß die Reihe (uw) 
absolut konvergent sein muß. Ist das aber der Fall, so wird 


o=limo,=T, a, =lima, =Imu,,,_., =®. 


Die Bedingungen 1. und 2. des Satzes I sind daher von selbst erfüllt. 
Nimmt man aber die Reihe (u) als nicht absolut konvergent an, so wird 
A keine konvergenzerhaltende Substitution, und dies bedeutet nur, daß 
sich die Reihe (v) so wählen läßt, daß die V, einem endlichen Grenzwert 
zustreben, die W, aber nicht. 

Man kann auch leicht untersuchen, wann die lineare Transforma- 
tion (31.) als reversibel zu bezeichnen ist. Beschränkt man sich, was 
offenbar gestattet ist, auf den Fall u, #0 und setzt 

Ko= Ewa, = Eur, 
so erhält die zu (31.) inverse Substitution die Form 
Y,=-wMtwmıl+ + MW, 


Damit diese Substitution wieder konvergenzerhaltend sei, ist notwendig 
und hinreichend, daß auch die Reihe Fu, absolut konvergiere. Ist dies 
nicht der Fall, so kann die Reihe (w) konvergieren, ohne daß (v) diese 
Eigenschaft hat. Dies steht im Einklang mit den Ergebnissen der Herren 
Pringsheim, Voß und Cajori, aus denen hervorgeht, daß es unendlich viele 
Paare nur. bedingt konvergenter oder auch divergenter Reihen (u), (v) gibt, 
die auf eine konvergente Produktreihe (w) führen *). 


*) Vgl. insbesondere A. Pringsheim, „Über die Anwendung der Cauchyschen 
Multiplicationsregel auf bedingt convergente oder divergente Reihen“. Transactions of 
the Amer. Math. Soc. Bd. TI (1901), S. 404—412. 
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Auch die Untersuchungen von Cesaro über die Bedeutung der von 
ıhm eingeführten Mittelbildungen für die Multiplikation der Reihen lassen 
sich in den Rahmen unserer Theorie einordnen. Setzt man UT" = u, und 


PRAR 


Ur = >> Ur = ( CN (u), (= 0,1,8,...) 


v1 


so heißt bekanntlich die Reihe (w) im Cesaroschen Sinne von der r-ten 
Ordnung summierbar, wenn 


lim 0% (u) = U 


existiert und einen endlichen Wert hat. Die Reihe (w) möge ferner von 
der r-ten Ordnung oszillierend genannt werden, wenn die Zahlen |OY (wu) 
für alle Werte von n unterhalb einer endlichen Schranke liegen*),. Führt 
man für die Reihen (v) und (w) die analogen Bezeichnungen ein, so wird 
für s= 0,1,...,r 





Pi. (——)) ) 
Ww; ) BS U" 8 yve;_, 


v1 


und also 
(32.) 0” (w) = =; ZU rn 
wobei die Abkürzung 


, pi 1 


benutzt worden ist. Hält man nun wieder die Zahlen u, fest, so be- 
stimmen die Gleichungen (32.) eine lineare Transformation, welche die 
CY (v) in die C”(w) überführt. Wendet man auf sie den Satz I an, so 
ergibt eine einfache Betrachtung folgendes Resultat: 

XI. Man gehe von einer gegebenen Reihe (u) aus und schreibe zwei 
nicht negative ganze Zahlen r und s</r vor. Verlangt man nun, daß für 
jede Reihe (v), die von der s-ten Ordnung summierbar ist, die Produktreihe 
(w) von der r-ten Ordnung summierbar sein soll, so lauten die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen folgendermaßen: Die Reihe (uw) muß von 
der r-ten Ordnung summierbar sein, und außerdem müssen die Ausdrücke 


Ur —s—l) | 





(33.) „Zalnti-n 


*, Es wird hierbei nicht verlangt, daß r die kleinste Zahl sein soll, die dieser 
Bedingung genügt. Dasselbe gilt auch für den Fall der Summierbarkeit. 
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unterhalb einer endlichen Schranke liegen. Es ist dann stets W" = UN V®., 
Für s<_r sind beide Bedingungen von selbst erfüllt, wenn (u) schon von 
der (r — s—1)-ten Ordnung summierbar ıst. Für s= r folgt bereits allein aus 
der zweiten Bedingung, daß die Reihe (u) als absolut konvergent angenommen 
werden muß. 

Dieser Satz liefert das Hauptergebnis von Cesaro*) in präziserer 
Fassung. 

Es bereitet auch keine Mühe zu entscheiden, wann die lineare Trans- 
formation (32.) eine konvergenzerzeugende Operation ist, d. h. unter wel- 
chen Bedingungen für die Reihe (w) die Produktreihe (w) von der r-ten 
Ordnung summierbar wird, sobald nur (v) von der s-ten Ordnung oszil- 
lierend ist. Auf Grund des Satzes III gelangt man leicht zu dem Er- 
gebnis, daß dies dann und nur dann eintritt, wenn (uw) von der r-ten Ord- 
nung summierbar ist und der Ausdruck (33.) mit wachsendem n gegen 0 
konvergiert**). Es wird dann stets W” = 0. Für s</r sind die beiden 
Bedingungen erfüllt, wenn (w) schon von der (r— s— 1)-ten Ordnung 
summierbar und U" -°-® 0 ist. Der Fall s=r ist hier ohne Interesse, 
weil dann bereits die zweite Bedingung erfordert, daß alle u, verschwinden. 

Geht man z. B. von irgendeiner konvergenten Reihe (w) mit der 
Summe U=0 aus und wählt für (v) eine beliebige Reihe, die von der 
s-ten Ordnung oszillierend ist, so wird (w) stets von der (s-+ 1)-ten Ord- 
nung summierbar und W*+ = 0 sein. 

In ganz ähnlicher Weise wie die Cauchysche Produktreihe (w) läßt 
sich auch die nach der Dirichletschen Multiplikationsregel gebildete Reihe 


! [4 f} 
(w) mrwte = Eu, 
n = 
d 


behandeln. Auch hier gilt, wie zuerst Stieltjes***) bewiesen hat, das Ana- 
logon zum Mertensschen Satz: Sind die Reihen (uw) und (v) konvergent 


*) Sur la multiplication des series, Bull. des Sciences Math. (2) XIV (1890), 
$.114—120. Vgl. auch Bromwich, An Introduction to the Theory of Infinite Series 
(London, 1908), $ 125. 

*“ Man hat hierbei ebenso wie beim Beweis des Satzes XI nur zu beachten, 
daß, wenn (u) von der r-ten Ordnung summierbar ist, lim an Ut=+-2 — 0) wird. 


***) Note sur la multiplication de deux series, Nouvelles Annales de Math. (3) 
VI (1887), S. 210-213. Vgl. auch E. Landau, Handbuch der Lehre von der Vertei- 
ung der Primzahlen, Bd. II, $ 185. 
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und ist mindestens eine von ihnen absolut konvergent, so konvergiert auch 
die Reihe (w’) und ihre Summe ist gleich UV. Nach unserer Methode 
ergibt sich dieses Resultat wieder mit dem Zusatz: Ist (uw) eine gegebene 
nicht absolut konvergente Reihe, so kann stets eine konvergente Reihe (v) 
gewählt werden, für welche die Reihe (w’) divergent wird. 


$ 9. 
Das Dedekindsche Konvergenzkriterium und seine Verallgemeinerung. 
Eine Folge reeller oder komplexer Zahlen 
(34.) YyYa.+- 
möge als eine Faktorenfolge für konvergente Reihen bezeichnet werden, 
wenn für jede konvergente Reihe 
(35.) utWr 
auch die Reihe 
(36.) | Yyıı t YyWt 
konvergent ist. Ferner soll (34.) eine Faktorenfolge für oszillierende Reihen 
heißen, wenn die Reihe (36.) konvergiert, sobald nur die Partialsummen 
von (35.) beschränkt sind... Das bekannte Dedekindsche Konvergenzkri- 
terium besagt nun, daß die y, die zuerst genannte Eigenschaft besitzen, 
wenn die Reihe 
(37.) n-yltiya-Nl+-- 
konvergiert, und daß auch die zweite Forderung erfüllt ist, wenn außer- 
dem noch lim y„= 0 ist. Herr Hadamard*) hat umgekehrt bewiesen, daß 
diese Bedingungen auch als notwendige zu bezeichnen sind. 
Dies ergibt sich fast unmittelbar aus unseren Sätzen I und III. 


Denn setzt man ri 
U,=-utWt + V,=-yphtYlt 4 Yu 
so wird 


(38.) V„= = (Yı = Yızı) U,+Y U,, 
und es handelt sich nur darum, zu untersuchen, unter welchen Bedin- 


gungen diese lineare Transformation der U, in die V, konvergenzerhaltend 
bzw. konvergenzerzeugend ist. In den früheren Bezeichnungen wird hier 


*), Deux th&or&mes d’Abel sur la convergence des söries, Acta Math. Bd. 27 
(1913), S. 177—183. 
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n—1 
9,=Yı{ Yırzv mn = Yn = he N —Yırıl + Yn!- 


1 

Die Bedingungen 1. und 2. des Satzes I sind von selbst erfüllt. Die 
dritte Bedingung (£, << Const.) besagt insbesondere, daß die Reihe (37.) 
konvergieren muß, und dies genügt auch, weil alsdann 
ef (u Yen) 
existiert, demnach auch y,„ beschränkt ist. Die Konvergenz der Reihe 
(37.) ist also die einzige notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß die Transformation (38.) konvergenzerhaltend sei. Soll sie außerdem 
noch konvergenzerzeugend sein, so kommt noch die Bedingung 4’. des 
$ 1 hinzu, die sich hier offenbar auf lim y„= 0 reduziert. 

Auf eine Verallgemeinerung des Dedekindschen Konvergenzkriteriums 
hat Herr Bromwich*) aufmerksam gemacht: Man setze 


k 


2 aa 1)‘ (7) Yv+33 


=) 


42° y, PER Yır d* y, 2 ge y, Er gen Yırı 

ist im n*y„= 0 und ist die Reihe 
(39.) zr|d'y, 

konvergent, so wird die Reihe =&'y, w, konvergent, sobald nur die Reihe 
Zu, von der k-ten Ordnung oszillierend ist. Eine andere Verallgemeine- 
rung spielt in den interessanten Untersuchungen des Herrn H. Bohr über 
die Summabilität der Dirichletschen Reihen eine wichtige Rolle: Ist 
lim y„= 0 und ist die Reihe (39.) konvergent, so geht jede von der k-ten 
Ordnung oszillierende Reihe Zu, in eine Reihe Zy,u, über, die von der 
k-ten Ordnung summierbar ist **). 

An diese Sätze läßt sich eine etwas allgemeinere Betrachtung an- 
knüpfen: Sind % und 2 zwei gegebene nicht negative ganze Zahlen, so 
bezeichne man die Größen y, als eine Faktorenfolge vom Typus (s,, s,), 
wenn jede von der &k-ten Ordnung summierbare Reihe Zu, auf eine Reihe 
5&y,u, führt, die von der Z-ten Ordnung summierbar ist. Ist dies ferner 





*) On the limits of certain infinite series and integrals, Math. Ann. Bd. 65 
1908), S. 350—369. 

**) H. Bohr, Bidrag til de Dirichleiske Raekkers Theorie, Inaug.-Dis-.. Kopen- 
hagen 1910, S. 61. 
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schon der Fall, sobald nur Zw, von der %-ten Ordnung oszillierend ist, 
so nenne man die y, eine Faktorenfolge vom Typus (o,.8)*).. Um nun 
diese Faktorenfolgen durch notwendige und hinreichende Bedingungen zu 
charakterisieren, führe man für =«, die im vorigen Paragraphen erklärten 
Mittelwerte C” (u) ein. Hat C®(v) die entsprechende Bedeutung für die 
Reihe &y,u,, so wird, wie eine einfache Rechnung ergibt, 


(40.) CD (= Za,, 0® (u), 


(" ua PR ( er Z ee Far er 
u= 


zu setzen ist. Hierbei soll m= Min (k-+1,!) sein und Z SE “ den Aus- 


druck bedeuten, der aus R sofa hervorgeht, wenn y441, Yu+z,... durch 
0 ersetzt werden. Indem ich nun auf Grund unserer Sätze I und III 
untersucht habe, unter welchen Bedingungen die lineare Transformation 
(40.) konvergenzerhaltend bzw. konvergenzerzeugend ist, bin ich zu fol- 
gendem einfachen Ergebnis gelangt: 

XI. Ist k>[, so stellen die Zahlen ;,„ dann und nur dann eine 
Faktorenfolge vom Typus (s,, 8) dar, wenn die Reihe (39.) konvergent und 
Y„=O(n) ist**. Soll die Faktorenfolge zugleich auch vom Typus (0,, 8;) 
sein, so kommt nur noch hinzu, daß y„= o(n*) sen muß. Für k<1 
gibt es keine Faktorenfolge vom Typus (s,, s;) oder (0,, 5), die nicht schon 
vom Typus (5, 5,) bzw. (0,, 8,) ist. 

Auf den Beweis, der eine recht umständliche Rechnung erfordert, 
soll hier nicht eingegangen werden. 


Wendet man den Satz XII auf die Zahlen „= — ((<e<i1I) 


an und beachtet, daß in diesem Fall die Reihe (39.) für jedes k >0 
konvergiert, so ergibt sich: Ist die Reihe Zu, von der &k-ten Ordnung 


*) Hierbei ist zu beachten, daß für” Sk! >| die Faktorenfolgen vom Typus 
(Sr, 8) oder (0x, 8) unter denen vom Typus ($r, 87) bzw. (0x, 7) enthalten sind. 
**, Nach dem Vorgange der Herren P. Bachmann und E. Landau wird hierbei 


An 


2 < Const. 


durch eine Gleichung «&, = 0 (#,) oder &n = 0 (#,) zum Ausdruck gebracht, daß 


- Ü u 
bzw. im — =0 sein soll. 


Pn 
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summierbar (k > 0), so ist die Reihe 
u, U, 
(41.) arzt. 


in allen Fällen von der Ordnung k — [e], aber nicht immer von der Ordnung 
k — [«@] — 1 summierbar; ist ferner & u, von der k-ten Ordnung oszillierend, so 
ist die Reihe (41.) stets von der k-ten, aber auch für « = 1 nicht immer von der 
(k— 1)-ten Ordnung summierbar. Dieses Resultat bildet eine der Grund- 
lagen der Lehre von der Summabilität der Dirichletschen Reihen *). 


$ 10- 
Anwendungen auf Potenzreihen. 
Ist die Reihe 
(42.) s=6+4,+%+ 

konvergent und setzt man für x <1 

fe)= ot. ++ .--, 
so ist bekanntlich 

lm f(x) = s. 


z—1 


Hierbei kann x auf dem Radius 0...1 oder auch längs irgendeiner im 
Innern des Einheitskreises verlaufenden Kurve, für die 


1— |e| 
ist, der Stelle 1 zustreben. Dies ist der Abelsche Stetigkeitssatz in der 
Stolz-Pringsheimschen Fassung **). 

Es ist leicht zu sehen, daß auch dieser Satz nur als ein Spezial- 
fall unseres Satzes I aufgefaßt werden kann (vgl. Einleitung). Setzt man 
nämlich 

s,- or ct: +6, 
so wird für |xj <1 
I@)= Za(l-a)r. 
Ist nun z,, &,,... irgendeine gegebene Folge von Punkten, die den Bedin- 


gungen 
(43.) z.' <ı,limz,=1 


an 





'*) Vergl. A. Bohr, a. a. O. und M. Riesz, Sur les series de Dirichle. Comptes 
Rendus, Bd. 148 (1909), S. 1658—1660. 

**) Vergl. A. Pringsheim, Über zwei Abelsche Sätze, die Stetigkeit von Reihen- 
summen betreffend, Sitzungsber. der Bayer. Akad., Bd. 27 (1897), S. 343 — 356. 


14* 
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genügen, so bestimmen die Gleichungen 
f(z,) =” = (1—x,) e. 8, 


eine lineare Transformation, A, welche die Zahlenfolge s, in die Folge 
f(z,) überführt. In den so oft benutzten Bezeichnungen wird hierbei 


a,=lm (1—z)=0, o-lim &(1-2,)2=1 


x=0 x=o 
und 


2 ,_1-%| 
(44.) = zıl z,\|z,| ui; a 


Liegen nun diese Zahlen unterhalb einer endlichen Schranke (was für re- 
elle positive x, von selbst der Fall ist), so wird A eine konvergenzer- 
haltende (reguläre) Operation und daher ist, wie zu beweisen war, 

lim f (z,)=lims, =. 


n=o© u co 


Zugleich ergibt sich aber auch, daß zu jeder Folge vom gegen 1 konver- 
gierenden Zahlen x,, für welche die Ausdrücke (44.) nicht unterhalb einer 
endlichen Schranke liegen, eine konvergente Reihe (42.) angegeben werden 
kann, bei der lim f(x,) nicht existiert. 

Nimmt man die, als reell und positiv an, so erscheint A als eine re- 
guläre lineare Substitution mit positiven Koeffizienten. Aus dem Satze 
VII ergibt sich daher, daß für eine Potenzreihe f(x) mit reellen Koeffi- 
zienten, die an der Stelle z=1 eigentlich divergent ist, d. h. der Be- 
dingung lims,; = © genügt, auch lim f(z,) =» wird. Dies liefert eine 
bekannte wichtige Ergänzung zum Abelschen Stetigkeitssatz *). 

Auch die von Frobenius und Herrn O. Hölder**) angegebene Verall- 
gemeinerung des Abelschen Satzes, die sich auf den Fall einer von der 
k-ten Ordnung summierbaren Reihe (42.) bezieht, läßt sich in genau der- 
selben Weise behandeln. 

Eine andere Verallgemeinerung, die von Cesaro herrührt, lautet: 
Sind zwei für |x! <1 konvergente Potenzreihen 


f(x) = 3 a,0,,9(@)- zb. 


mit reellen nicht negativen Koeffizienten gegeben, die für z=1 divergent 





*) Vergl. A. Pringsheim, Über das Verhalten von Potenzreihen auf dem Kon- 
vergenzkreise, Sitzungsber. der Bayer. Akad. Bd. 30 (1900), S. 37—100. 

**) Vergl. E. Landau, Darstellung und Begründung einiger neuerer Ergebnisse 
der Funktionentheorie, Berlin 1916, zweites Kapitel. 
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sind, so ist (für reelle x) 
| Id) _ y;,, 
por ” Affe 
unter der Voraussetzung, daß der rechtsstehende Limes existiert. Um 
diesen Satz nach unserer Methode zu erhalten, setze man a,=b,uw,. Für 
reelle positive Zahlen z,, die den Bedingungen (43.) genügen, erscheint 


dann 
f (&) _ Ss b; 24 
0) 
als eine lineare Transformation der u,, die offenbar wieder den Bedin- 
gungen des Satzes II genügt, also regulär ist. Sobald also lim u, = u 


f (&) 
9 (dx) 
Im Allgemeinen wird die hier entwickelte Betrachtungsweise nur 


dann anwendbar sein, wenn es sich um Behauptungen handelt, die für 
beliebige konvergente bzw. beschränkte Zahlenfolgen (oder unendliche Reihen) 
gelten sollen. Unsere Methode wird, soweit sie hier ausgebildet ist, da- 
gegen versagen, falls die zu behandelnden Zahlenfolgen noch weiteren Be- 
dingungen unterworfen werden. Von dieser Art sind insbesondere die in 
neuerer Zeit entstandenen wichtigen Ergänzungen zum Abelschen Satz, die 
als die Umkehrungssätze bekannt sind*). Nur beim Tauberschen Satz **) 
gelingt es, den Beweis mit Hilfe eines schon von Herrn Tauber benutzten 
Kunstgriffs auf unsere Resultate über lineare Transformationen zurück- 
zuführen. Hierbei ergibt sich auch eine nicht uninteressante Bemerkung 
zum viel tiefer liegenden ersten Satz des Herrn Littlewood ***). 


Der Taubersche Satz lautet: Ist „= 0 (z) und existiert lim f (x) bei 


z—1 


Annäherung längs des Radius 0...1, so ist die Reihe Zc, konvergent. Um 
nun den Beweis zu erbringen und zugleich auch zu untersuchen, inwiefern 


(x=1,2,...) 





existiert, konvergieren auch die Zahlen gegen u. 


die Beschränkung auf reelle z wesentlich ist, setze man c, = ” und be- 


trachte irgendeine Zahlenfolge z, = r, e'®", die den Bedingungen (43.) ge- 
*) Vergl. E. Landau, a. a. O., $$ 7—11. 
**, A. Tauber, Ein Satz aus der Theorie der unendlichen Reihen, Monatshefte 
für Math. u. Phys., Bd. 8 (1897), S. 273—277. 
***) The Converse of Abel’s Theorem on Power Series. London Math. Soc. Proc. 
(2), Bd. 9 (1911), S. 434—448. 
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nügt. Dann definieren die Gleichungen 


(45.) u fa)= 2 4#. ii 


eine lineare Transformation A = (a,,) der u. Der Taubersche Satz be- 
ruht nun einfach darauf, daß A für z,=1 _ eine konvergenzerhaltende 


Operation wird. Es genügt offenbar sogar, eine (reelle) Zahlenfolge z, 
anzugeben, für die A eine Operation wird, die jede Nullfolge u, in eine 
konvergente Folge überführt. Unter welchen Bedingungen das (auch für 
komplexe z,) eintritt, wissen wir auf Grund des Satzes IV des $3. Da 
hier in den früheren Bezeichnungen 


(46.) 


(47.) Rn >> a, ae 
dl 


unterhalb einer endlichen Schranke liegen. Die Herren Landau, Hardy 
und Zittlewood haben auch komplexe x, angegeben, für die das der Fall 
ist, und auf diese Weise die Taubersche Voraussetzung, daß lim f(x) für 


z>1 


reelle z existieren soll, durch anders geartete Voraussetzungen ersetzt*). 


Für reelle positive 2, =1 wi wird insbesondere 


BA z +log(l-2)+2B,=log&,+C+2B,+ ol) 
Pi 


wo C die Eulersche Konstante bedeutet. Soll £, < Const. sein, so müssen 

wegen (47.) auch die Zahlen R, unterhalb einer endlichen Schranke bleiben. 

Aus (48.) folgt dann noch, daß die &, in einem endlichen Intervall 
0<a<:;,<ß 

liegen müssen. Ist dies aber der Fall, so wird von selbst 


Se 8 
R,< : = Se Ist 


Diese Betrachtung liefert also das Resultat: Für reelle positive Zahlen 


mie, limz,=1 


* mon 


kann dann und dann geschlossen werden, daß für jede Potenzreihe f (2), 
deren Koeffizienten der Bedingung lim nc,= 0 genügen, 


£ <Z Const. 


*) Vergl. E. Landau, a. a. O.. R 8. 
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lim [$, — f(z,)] = (0 


sein muß, wenn die £, zwischen zwei endlichen positiven Zahlen @ und £ liegen. 
Der Littlewoodsche Satz besagt, daß das Taubersche Resultat richtig 


bleibt, wenn die Voraussetzung c, = 0 (2) durch oe, = OÖ ( =) ersetzt wird *). 


Dieser Satz würde sich offenbar unmittelbar ergeben, wenn es gelänge, 
eine den Bedingungen (43.) genügende (reelle) Zahleniolge x, anzugeben, 
für welche die lineare Transformation (45.) eine konvergenzerzeugende Ope- 
ration wird. Ich will nun zeigen, daß es eine Zahlenfolge dieser Art nicht 
gibt, auch dann nicht, wenn man komplexe z, zuläßt. Aus der Bedin- 
gung 4°. des $ 1 folgt nämlich mit Rücksicht auf (46.), daß die Ausdrücke 
(47.) gegen 0 konvergieren müßten. Wegen R,<{, müßte also auch 


lim R,= 0 sein. Setzt man ferner , =1— ®, so ergibt sich aus 


Be u 2 ,+lell-m)+R,- loge,+C+2R,+o0(l), 
z 


pr 
daß die ge, als nach oben beschränkt anzunehmen wären. Ist nun og, <oe, 


also ,, >1— °, so wird für <> 


2x v 2x 2x 1 
ER, ">(1-!) 2:2, 


vax+1 ’ yax+tı ’ 
Der rechts stehende Ausdruck konvergiert nun mit wachsendem x gegen 
e”*]og2, und daher kann nicht lim R, = 0 sein. 
Wir erkennen auf diese Weise, daß zu jeder Zahlenfolge z,, die den 
Bedingungen (43.) genügt, eine Potenzreihe f(x) angegeben werden kann, 
bei der n |c,| < Const. ist, aber lim [s, — /(z,)] nicht existiert **). 


an 


*, Einen noch weiter gehenden Satz haben später (im Jahre 1914) die Herren 
Hardy und Littlewood bewiesen. Vergl. E. Landau, a.a.0., $9. 

**) Kurz vor Abschluß der Korrekturen ist mir eine im Töhoku Math. Journal. 
Bd. 12 (1917), S. 291—326, erschienene Arbeit des Herrn T. Kojima bekannt geworden. 


in der für zeilenfinite Substitutionen der Form y, - 3 4,ı%, die Theorie und auch die 
=] 


von mir in den $$ 8 und 9 behandelten Anwendungen der konvergenzerhalienden Ope- 
rationen bereits vollständig entwickelt werden. Ein Analogon zu den konvergenzerzeugenden 


zT 


Transformationen bei Integraloperationen v(z) = / 'a(z, y)u(y)dz behandelt Herr Kojima 


in einer späteren Arbeit (ebenda. Bd. 14 (1918), S. 64— 79). 
Berlin, im Juni 1918. 

















‚Über die Zerlegung der Primteiler in relativ 
cyklischen Körpern, nebst einer Anwendung 
auf die Kummerschen Körper. 


Von Herrn Kurt Hensel. 





Es sei K ein beliebiger Körper algebraischer Zahlen, A eine Zahl 
desselben und 

(1.) "= A 
irgend eine irreduzible reine Gleichung in X. Dann wird durch eine ihrer 
Wurzeln x ein Körper X (x) über X definiert, und jede Primzahl p in X zerfällt 
innerhalb Ä(x) eindeutig in ein Produkt von Primteilern $, welche gleich 
oder verschieden sein können. In dieser Arbeit soll die Art dieser Zer- 
legung genauer untersucht und die Ergebnisse zur vollständigen Lösung dieser 
Frage für die Kummerschen Zahlkörper verwendet werden. 

Soll die Zerlegung eines Primteilers p von X vom Grade f und 
von der Ordnung e im Körper KX (x) gefunden werden, so genügt es, die 
Grundgleichung (1.) für den Körper K(p) aller zu p gehörigen n-adischen 
algebraischen Zahlen von X zu betrachten. In einer kürzlich veröffent- 
lichten Arbeit*) habe ich nun gezeigt, daß jede Zahl A von Ä(p) für 
den Bereich von p eindeutig |. dargestellt werden kann: 


(2.) Ast mn nm (p). Bar £ ER .)" 


Hier ist rı eine Primzahl von X a d.h. Ka eine PR p ein und nur 


*) K. Hensel, Die multiplikative Darstellung der algebraischen Zahlen für den Be- 
reich eines beliebigen Primteilers, Journal f.d.r. u. angew. Mathematik Bd. 146, S. 189-215. 
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einmal teilbare Zahl von X, p die zu p gehörige reelle Primzahl, w eine primi- 


tive (p — 1) p’-te Einheitswurzel, deren Potenzen ö die in X enthaltenen Ein- 
heitswurzeln sämtlich darstellen; und (n,, 7, ... 7.) bedeutet ein Fundamental- 
system von u =ef Elementen für die multiplikative Darstellung der Zahlen von 
K (p), welches stetsgefunden und in geschlossener Form dargestellt werden kann. 

Aus der von mir gegebenen Theorie der algebraischen Zahlen *) 
folgt nun, daß die arithmetische Frage nach der Zerlegung von p inner- 
halb X (x) vollständig auf das rein algebraische Problem zurückgeführt 
werden kann, wie die linke Seite 

F(«)=2"—4 

der Grundgleichung (1.) im Körper X (p) in irreduzible Faktoren zerfällt. 
Hier kann nun das primitive Element x durch irgend ein anderes primi- 
tives Element x’ desselben Körpers, also z. B. durch 

(3.) x =rz, oder ? =a+bz, oder © =’ 
ersetzt werden, wo a,b, beliebige n-adische Zahlen bedeuten, von denen 
die beiden letzten nur nicht Null sein dürfen, während r irgend ein zu m 


teilerfremder ganzzahliger Exponent sein muß. In der Tat lehren ja die 
drei Auflösungsgleichungen 

(3°.) 0=-t,0=T 2°, 2=-4"s \ 
in deren letzter m’ und r’ der Bedingung mm’ + rr’=1 gemäß gewählte 
ganze Zahlen sind, daß wirklich X (2) =K («’) ist. 

Durch Anwendung der ersten von diesen Substitutionen 2’ = rz 
überzeugt man sich sofort, daß in der Grundgleichung (1.) A durch Ar” 
ersetzt werden kann, wo z” irgend eine m“ Potenz einer n-adischen Zahl 
bedeutet. Also können bei der multiplikativen Darstellung (2.) von A 
in den Exponenten beliebige Multipla von m fortgelassen oder zugefügt 
werden; also können diese Exponenten von vorn herein so beschränkt 
vorausgesetzt werden, daß sie nicht negative den Bedingungen 


(4.) a< m, b< (m, (p’ —1)p’),  < (m, p”) (ie=1,2,...,u) 
genügende ganze Zahlen sind, wo (m, 9”) einfach die größte in m ent- 
haltene Potenz von p bedeutet. 


*) K. Hensel, Eine neue Theorie der algebraischen Zahlen, Mathematische 
Zeitschrift Bd. 2, S. 433—452. 
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Ferner kann und soll die Aufgabe ohne Beeinträchtigung ihrer All- 
gemeinheit dadurch ganz wesentlich vereinfacht werden, daß der Grad m 
der Gleichung als eine Primzahlpotenz /* oder noch einfacher als eine Prim - 
zahl ! vorausgesetzt wird. Ist nämlich m=rs irgendeine Zerlegung von 
m in zwei ganzzahlige Faktoren, so kann ja die Gleichung (1.) durch die 
beiden gleichartigen 

!=yy=-4 
ersetzt werden, von denen die erste nur demjenigen höheren Körper K (y) 
angehört, dessen primitives Element y durch die zweite Gleichung bestimmt 
ist. | 
Es sei also zunächst m = !* eine beliebige Primzahlpotenz und 


(5.) "= A 

die vorgelegte Gleichung. Ist nun /* die höchste in (? —1)p=!"? ent- 
haltene Potenz von /, sind also die primitiven /”‘= Einheitswurzeln aber 
nicht die /*+!!= in X enthalten, dann kann jede Einheitswurzel © eindeutig 
in der Form ww” (b<T",b’ <<) dargestellt werden, wenn w und w’ je 
eine primitive 2" und £‘ ‚Einheitswurzel bedeutet. Hiernach ergibt sich 
(für A die n-adische Darstellung A= ww” n?...n, und da (%, 2)=1 
ist, so kann b’= 0 angenommen, d. h. die Grundgleichung von vornherein 
in der Form: 


| a<il 
(5°.) "=-A=n'wn...nf(p) (< (R, 1) ) 
e<(, p*) 
vorausgesetzt werden. 

Ist endlich noch 72 p, so können auch alle u Exponenten c, = 0 
vorausgesetzt werden, da ja dann (,p”)=1.ist. Für alle Primzahlen 
I außer der einzigen p kann also die allgemeinste reine Gleichung stets 
in der einfachen Form: 

(6) #=4-w0 0) (een) 
vorausgesetzt werden. 

Nur für eine ganz beschränkte Anzahl von Primzahlen, nämlich 
für alle verschiedenen Primteiler ,,2,...2, von p—1 und außerdem noch 
mitunter für =, enthält X überhaupt /® Einheitswurzeln. Für alle übrigen 
Primzahlen / ist "= 1; für sie kann also auch b=(0 angenommen und 
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die Grundgleichung für die Zerlegung von p innerhalb X (x) stets in der 
folgenden Form: 


(5°.) "=-A=-" (p) (a<P) 
vorausgesetzt werden. 

In der vorliegenden Arbeit soll diese Untersuchung nur in dem 
ganz speziellen Falle des Kummerschen Zahlkörpers genau durchgeführt werden, 
während ich mir die Betrachtung des allgemeinen Falles mit diesen neuen 
wirksamen Hilfsmitteln für eine demnächst erscheinende Arbeit vorbehalte. 


Es sei 2 eine rationale ungerade Primzahl, und X=K(C) der durch 
2ni 


C=e' bestimmte Kreiskörper. Ist dann A eine beliebige Zahl von X, 
welche nicht eine Z® Potenz in diesem Körper ist, so ist die Gleichung 

(6.) =ÄA 
innerhalb Ä irreduzibel, und eine ihrer Wurzeln x definiert den Kummer- 
schen Körper K (z) vom Relativgrade ! über X. Ist nun p irgend ein 
Primteiler innerhalb X, welcher zu der reellen Primzahl p gehören möge, 
so soll untersucht werden, wie p innerhalb X (x) weiter zerfällt. Es er- 
gibt sich das folgende Resultat: 

Der Primteiler p zerfällt innerhalb X (x) stets auf die folgende 
Weise in Primfaktoren. 

(7.) p = (Pı Pr... P,)“ 
wo alle Primteiler 9, von gleichem Relativgrade /, sind und &, f 9 =! 
ist. Eine einzige dieser drei Zahlen ist also gleich /, die beiden an- 
deren gleich Eins. 

Bei der Behandlung sind die beiden Fälle ay=&/! und p=/ zu un- 
terscheiden: Es sei zuerst p=[/, und es gehöre p modulo ! zum Expo- 
nenten f. Ist dann p einer der Primfaktoren von p innerhalb Ä, so ist 
seine Ordnung gleich Eins und sein Grad gleich . Für den Bereich X (p) 
von p ist also 9 selbst ein Primzahl. Die Zahl A besitzt somit innerhalb 
K (p) eine multiplikative Darstellung: 

(8.) A=PuWn...n? (p) 
wo w eine primitive (9 — 1)“ Einheitswurzel innerhalb Ä (p) bedeutet und 
die c, ganze p-adische Zahlen sind. 

Ist nun /* die höchste in 9 — 1 enthaltene Potenz vom /, so ent- 
hält K (p) die /*® aber nicht mehr die (/**")= Einheitswurzeln. Bei Be- 
15* 
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rücksichtigung von (5°.) ergibt sich also, daß in diesem Falle die vorge- 
legte Grundgleichung durch eine einfachere von der Form: 

(9.) “=p'u’ (p) („b<I) 
ersetzt werden kann, in welcher » eine primitive /*“ Einheitswurzel aus 
K(p) bedeutet. In diesem Falle ist der soeben ausgesprochene Satz nun 
fast unmittelbar zu beweisen: 

Sind nämlich erstens a und b beide Null, ist also die ursprünglich 

gegebene Zahl A = Potenzwert zu p, so wird die reduzierte Gleichung (9.): 

(9.) “—1=0(p), 
und da ihre linke Seite innerhalb X (p) in die Z/ rationalen Linearfaktoren 
(2 — 1) (2 —8)...(2—E!) zerfällt, so wird hier: 

(10.). Pr HP... 9 also g=l,ao=h-ml. 

Ist dagegen zweitens a > 0, b beliebig, so kann die Grundgleichung 

von vornherein in der Form | 

(11.) x = pw (p) 
gegeben angenommen werden; sind nämlich a’ und !’ so gewählt, daß 
aa’ + ’=1 ist, so genügt das primitive Element x’ =” 2” der Gleichung 
x” =pw” von der verlangten Form. Also ist diese Zisensteinsche Glei- 
chung innerhalb X (p) irreduzibel, und da aus ihr folgt, daß das primitive 
Element z von K (x) eine Norm n (z) = pw” der kleinsten möglichen Ord- 


nungszahl 1 hat, so ist zrvpF selbst Primzahl innerhalb K (z); es ist da- 
her in diesem Falle 

(12.) pru®, also oh,h=n-!. 

Ist endlich «=0, also b>0, so folgt wie in (11.), daß wieder 

von vornherein b =1 vorausgesetzt, die Gleichung (9.) also in der Form 

(13.) “= w (p) 
angenommen werden kann. Hier ist also x eine primitive (l**')® Ein- 
heitswurzel, welche nicht in X (p) enthalten ist; da ferner aus der Gleichung 
p'=1-+ "2 folgt, daß p’ modulo "+! zum Exponenten / gehört, so ist 
x ein primitives Element von X (z), dessen Konjugierte z, a, ap” N tr 
sämtlich modulo $, inkongruent sind, wenn $, einen Primteiler von p inner- 
halb X (x) bedeutet. Hieraus folgt, daß die Grundgleichung (13.) inner- 
halb X (p) unzerlegbar ist, und daß innerhalb X (2) 

(14.) PvP, und y=1,4-g=-1 
ist, und damit ist der Satz für alle von ! verschiedenen Primzahlen bewiesen. 
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Es sei jetzt zweitens p=/. Hier ist innerhalb X ({) 
(15.) in 

die Zerlegung von ] in seine Primfaktoren, und A=1-—{ ist für den Be- 
reich X (f) des Primteilers I eine Primzahl. Hier ist also e=!—1, /=|1. 

Die allgemeinen Betrachtungen im $ 3 der a. 8. 112 zitierten Ab- 
handlung lehren nun, daß im Körper K(£&) für den Bereich von / die 
folgenden / Einseinheiten der ersten, zweiten,... {= Ordnung 

n=l—-ı,n=l—%,...,na=sl-n=1—N 

eine Basis für die multiplikative Darstellung aller Einseinheiten bilden. 
Das letzte Element 1 — 4 ist hier deshalb hinzuzufügen, weil (1—A)'=w'=1 
ist, also keine Einseinheit = Ordnung ergibt. 

Hiernach ergibt sich also innerhalb X (l) die folgende multiplikative 
Darstellung von A 

(16) A=-r Wen... Mama Re... (1-a)® (N); 
hier ist w eine primitive ((— 1)“ Einheitswurzel, und die Exponenten c , 
bedeuten ganze rationale /-adische Zahlen. Da aber hier (l,2—1) =1 ist, 
so kann bei dieser Darstellung von vornherein b=0 und alle Exponenten 
a,c; modulo 2 reduziert, d.h. als ganze Zahlen der Reihe 0,1,...7—1 
vorausgesetzt, also A in der reduzierten Form: 
(1&) A=a(1l— A) (1 —22)®... (1 Ay (1 — A)R (a, <0) 

angenommen werden. 

Auch hier unterscheiden wir die folgenden drei möglichen Fälle: 

Sind erstens alle reduzierten Exponenten a, c, Null, ist also die ur- 
sprünglich gegebene Zahl A = Potenzrest zu |, so zerfällt wieder die linke 
Seite der reduzierten Grundgleichung 


(17.) #—1= (2-1) (2 —L)... (« — Ed) 
innerhalb X (1) in 2 Linearfaktoren, d. h. er wird auch hier: 
(18.) Ivaa.. Geo geh =h-el. 


Sind zweitens nicht alle modulo Z reduzierten Exponenten a, c 
Null, und ist «> 0, so kann wieder von vornherein a= l angenommen 
werden, und man zeigt genau wie in (11.), daß 
(18*.) Ing ao, =-.,h=n=1 
ist. 
Es sei endlich drittens «= 0, aber von den Fxponenten c, sei 
wenigstens einer positiv. Es sei c„ der erste positive in der Reihe o,, c,,.... 
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Dann kann dieser wieder von vornherein gleich 1 angenommen werden. 
Dann ist in der reduzierten Grundgleichung: 

/@)=f-4A=0 
A=(1— 2") (1 — artiyiett... = 1 — 2" (mod. I*+!) 
Ist nun zuerst m <{/, und werden, was ja dann immer möglich ist, m’ 
und /’ so gewählt, daß mm’ +W’=1 ist, so ist 

(20.) A=»M(1— x)” 
ein primitives Element von K(z), dessen Norm: 

(21.) n(M)=in(l —2)" = a Eee + )=ilt 
die kleinstmögliche Ordnungszahl 1 besitzt. Wie im zweiten Falle ist 
also auch hier 

(22.) Ing ao oo =L,h=n=|!. 

Zweitens si m=/!. Dann nimmt die reduzierte Gleichung die 


ganz ‘einfache Gestalt an: 
(23.) | F=1— 8. 


(19.) 


ii 
1 
bar der folgenden Gleichung: 


ee) RA E 4 l=0, 
Betrachtet man diese Gleichung als Kongruenz modulo A und beachtet, 
daß ja ZruA! ist, und daß genauer —Z=4"!(1-+..-) wird, so ergibt 
sich sofort die Kongruenz: 
(23*.) fe)=#—5—1 (mod I) 
Es sei nun £, ein Primfaktor von I innerhalb X (z) und £, eine 
Wurzel von f(z) = 0 ($,), so folgt aus (23°.) 
| 5 =5t+1 (modß,), 
und hieraus ergibt sich sofort, für «=1,2,...2—1 
= 8 + i (mod 8). 
Also sind die Z zu &, konjugierten Elemente &,, &,--. E77" modulo 8, in- 
kongruente Einheiten, nämlich bzw. kongruent &, 5, +1,...%5+2—1. Der 
Relativgrad f, von 2, ist somit gleich /, und es ist also 
(24.) Ins ao h=L,o=gn=-1. 
Man kann diese sechs Resultate in einen einzigen Satz von großer 
Einfachheit zusammenfassen, wenn man das erweiterte Legendresche Sym- 


Setzt man hier =£, so genügt das neue primitive Element 5 ofien- 
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bol einführt, welches ich in einer früheren Arbeit definiert habe *). Ist, 
wie vorher: 

=A=n’Wnm...ne (p) 
die vorgelegte reine Gleichung im Bereiche K(p) des zu untersuchenden 
Primteilers p, wo w jetzt eine primitive (p — 1)“ Einheitswurzel ist und 
Ms+..N„ eine Basis für alle Einseinheiten bedeutet; dann habe ich das 
Legendresche Symbol durch die Gleichung definiert: 


s-oa0..n. 


Hier bedeutet & eine /®, Z, eine (,27—1)*, &, eine (l,p”)= primitive 
Einheitswurzel. 

Wendet man diese allgemeine Definition auf unseren Fall des 
Kummerschen Körpers an, und läßt in den beiden unterschiedenen Fällen 
p=Zlundp=]/ jedesmal die Elemente Zi: bzw. & fort, welche gleich 1 werden, 
so erhält man für sie die beiden Symbole: 


en. 


wo im zweiten Falle noch Z, = gesezt werden konnte. In diesem letzten 
Falle fasse ich die Z ersten Elemente £°, &*,... 5%-ı zu einer ersten Gruppe 
zusammen, so daß jetzt beide Symbole aus je zwei Elementgruppen be- 
stehen, deren letzte nur ein Element &% bzw. £* enthält, während die erste ein 
bzw. 2 Elemente umfaßt. 

Aus diesem Symbole leite ich nun ein neues, das s. g. reduzierte 


Legendresche Symbol R (5} her, welches gleich einer einzigen Einheitswurzel 


ist, nämlich der ersten beim Fortgang von links nach rechts, welche 
nicht gleich Eins ist, und diese werde gleich 5° oder 5? gesetzt, jenachdem 
sie der ersten oder zweiten Gruppe angehört. Ist kein einziges Element 


von 1 verschieden, ist also A l!* Potenzwert, so werde R 5 = 1 gesetzt. 
Dann hat also in beiden Fällen >71 und p =/, welche jetzt nicht mehr 


ei nur die Werte 1, Z° und [?, und 


getrennt zu werden brauchen, R | 51 


*) K. Hensel, Die Verallgemeinerung des Legendreschen Symboles für allge- 
meine algebraische Körper. Ds. Journal Bd. 147, S. 233—248. 
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man kann nun das allgemeine Resultat dieser Untersuchung in dem fol- 
genden bemerkenswert einfachen Satz aussprechen: 
In dem durch die reine Gleichung == A definierten Kummerschen 
Körper zerfällt ein beliebiger Primteiler p des Kreisteilungskörpers 
K (£) in Z verschiedene Primdivisoren oder in / gleiche Primteiler 
ersten Grades, oder er bleibt unzerlegbar, jenachdem das reduzierte Le- 


gendresche Symbol R (5) von A gleich 1, &* oder £? ist. 


Denselben Satz kann man auch in der folgenden Form aussprechen: 

In dem durch die reine Gleichung «= A definierten Kummerschen 
Körper zerfällt ein Primteiler p des Kreisteilungskörpers K({) in / 
verschiedene oder in / gleiche Primteiler ersten Grades, oder er bleibt 
unzerlegbar, jenachdem A innerhalb X(p) lt Potenzrest ist, oder die 
Relativdiskriminante des Kummerschen Körpers p enthält, oder endlich 
keine dieser beiden Möglichkeiten eintritt. 

Zum Beweise dieses Satzes bemerke ich zunächst, daß nach dem 


vorigen Satze dann und nur dann der erste Fall eintritt, wenn R [5 = 1, 


' wenn also A !“ Potenzwert zu p ist. Zweitens zeige ich leicht, daß in 
den beiden Fällen pro P, 9... 9, und pro, die Relativdiskriminante D (p) 
sicher nicht p enthält; denn im ersten Falle ist D(p) vD(P,)... D(B)): 
und die / rechts stehenden Diskriminanten sind alle äquivalent 1. Im 
zweiten Falle pru %, wo p in Ä (x) unzerlegbar ist, besitzt jede primitive 
Einheit dieses Körpers ! modulo p inkongruente Konjugierte, also ist schon 
ihre Gleichungsdiskriminante durch p nicht teilbar. Dagegen ist im Falle 
pru W° die Diskriminante D(p) sicher durch p teilbar. Ist nämlich hier 
eine Primzahl für den Bereich von $, so bilden ja die 2 Potenzen (1,n,...n’*) 
ein Fundamentalsystem für den Bereich von $, und D(p) ıst die Diskri- 
minante der Gleichung 
ga)senr+tpat++m=0 

welcher ı genügt. Dies ist eine Eisensteinsche Gleichung, deren Koeffi- 
zienten alle mindestens durch p teilbar sind. Daraus folgt, daß ihre Ab- 
leitung g’ (n) = In”! + .--+9_,, d.h. ihre Differente und somit auch ihre 
Norm, d. h. die Körperdiskriminante durch p teilbar ist. Hiermit ist auch. 


der letzte Satz in seinem vollen Umfang bewiesen. 
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Über einfache Erweiterungen zerlegbarer Ringe *). 


Von Herrn Adolf Fraenkel in Marburg a.d.L. 


Einleitung. 


In einem im Jahre 1914 in diesem Journal erschienenen Aufsatze **) 
— dessen Kenntnis im folgenden nicht vorausgesetzt wird — habe ich 
“ aus der Gesamtheit der Ringe, d. h. der Bereiche mit allgemein aus- 
führbarer Addition, Subtraktion und Multiplikation und mit einem Ein- 
heitselement, eine besondere Klasse von Ringen hervorgehoben und näher 
untersucht, die der „zerlegbaren Ringe‘; diese sind dadurch ausgezeichnet, 
daß sich in ihnen die Null im wesentlichen eindeutig in ‚‚Primteiler der 
Null“ zerlegen läßt. Es ergab sich u. a., daß die algebraische Betrach- 
tung eines beliebigen zerlegbaren Ringes vollkommen zurückgeführt werden 
kann auf die Betrachtung endlich oder unendlich vieler ‚einfacher Ringe‘, 
d. h. solcher Ringe, die im wesentlichen nur einen einzigen Primteiler der 
Null enthalten. 

Herr Steinitz hat in seiner großen Abhandlung vom Jahre 1910 über 
die „Algebraische Theorie der Körper***) die schon vorher teilweise in 


*), Der vorliegende Aufsatz stellt eine Bearbeitung gewisser Teile (aus Kap. Il 
und III) meiner 1916 bei Teubner erschienenen Habilitationsschrift („Über gewisse 
Teilbereiche und Erweiterungen von Ringen‘) dar, in der man auch manches hier 
Berührte weiter ausgeführt findet. Die Verzögerung der vorliegenden, Ende 1918 ein- 
gelieferten Veröffentlichung war durch die Verhinderung des bis dahin im Feld 
stehenden Verfassers bedingt. 

**) „Über die Teiler der Null und die Zerlegung von Ringen“: Bd. 145, 
S. 139—176. Im folgenden zitiert als „RI“. 

”**) Dieses Journal, Bd. 137, S. 167—309. 
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Angriff genommene Frage erschöpfend beantwortet, inwieweit sich gewisse 
grundlegende algebraische Methoden und Ergebnisse allgemeiner Natur, 
die für spezielle Zahlkörper, namentlich denjenigen der rationalen Zahlen, 
wohlbekannt sind, auf beliebige (lediglich abstrakt definierte) Körper über- 
tragen lassen. DBei der verhältnismäßig nahen Verwandtschaft, die 
zwischen Körpern und zerlegbaren Ringen besieht, liegt es nahe, diese 
Fragestellung auch auf zerlegbare Ringe auszudehnen; nach dem im vo- 
rigen Absatz angeführten Ergebnis genügt es zu diesem Zweck, sich auf 
die Untersuchung der einfachen Ringe zu beschränken. Bei näherer Be- 
schäftigung mit dieser Aufgabe zeigt sich bald, daß die hierbei auftretenden 
Schwierigkeiten andersartig und ganz wesentlich tieferliegend sind als bei 
Körpern; demgemäß wird man sich vorläufig damit begnügen müssen, hier 
die einfachsten und grundlegendsten Aufgaben in Angriff zu nehmen. 

Im vorliegenden Aufsatz soll nun die Frage beantwortet werden, 
ob und auf welche Weise ein beliebiger zerlegbarer Ring einer einfachen 
(algebraischen oder transzendenten) Erweiterung fähig ist. Das wesentliche 
und unentbehrliche Hilfsmittel zur Bewältigung dieser Aufgabe stellt das 
Euklidische Teilverfahren dar. Dieses Verfahren von Körpern auf einfache 
Ringe zu übertragen, begegnet aber zunächst erheblichen Schwierigkeiten, 
die durch ein im folgenden als „Fundamentalsatz‘“‘ bezeichnetes Theorem 
aus dem Wege geräumt werden. Insofern steht der Beweis des Funda- 
mentalsatzes im Mittelpunkt der nachfolgenden Überlegungen. Anderer- 
seits dürfte der Fundamentalsatz, der sich auf ganze Funktionen mit Koeffi- 
zienten aus einem einfachen Ring (z. B. dem Kongruenzklassensystem für 
eine Primzahlpotenz) bezieht, auch selbztändiges Interesse beanspruchen. 


I. Kapitel. Das Euklidische Teilverfahren für Funktionen mit 
Koeffizienten aus einem einfachen Ring. 


$&1. Die zerlegbaren Ringe und ihre wichtigsten Eigenschaften. 


Unter einem Ring*) soll ein System R von Elementen verstanden 
werden, in dem eine den üblichen Bedingungen genügende Relation als 





*) Für eine eingehendere Definition des Ringes durch unabhängige und mög- 
lichst wenıg fordernde Bedingungen sei verwiesen auf RI, $1. Sachlich unter- 
scheidet sich die hier gegebene Definition von der: dortigen allein durch das hier ge- 
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Gleichheit erklärt ist und in dem durch zwei Operationen der Addi- 
tion und der Multiplikation aus je zwei Ringelementen a und b stets 
eindeutig je ein drittes als Summe «+ b und als Produkt a-b gewonnen 
werden kann. Der Ring und die sonst ganz willkürlich definierten Ope- 
rationen müssen dabei folgenden Bedingungen genügen: 


Dem assoziativen Gesetz der Addition: (a+b)+c=a+(b-+e). 
Dem assoziativen Gesetz der Multiplikation: (a-b)-c=a-(b.c). 
Dem kommutativen Gesetz der Multiplikation: a-b=b.a. 
Dem distributiven Gesetz: a: (b+c)=a-b+a.c. 

5. Dem Gesetz der wunbeschränkten und eindeutigen Subtraktion: Es 
gibt in X je ein einziges*) Element x bzw. y, das die Gleichung 


a+z=b bzw y+a=b 


m mm pm 


befriedigt. 

Bevor die sechste und letzte Bedingung ausgesprochen wird, ist 
eine kurze Bemerkung voranzuschicken. Man folgert in bekannter Weise 
aus den bisherigen Eigenschaften eines Ringes, daß jeder Ring ein in be- 
zug auf die Addition beiderseits neutrales Element O, die Null oder das 
Nullelement, und kein zu ihm ungleiches Element enthält, das den Be- 
ziehungen 


a+0O=0+a=a 
für jedes Ringelement a genügt. Es werde nun erklärt: 

Definition 1: Ist a«-b=0, aber b+0, so heißt a ein Null- 
teiler; jedes Ringelement, das kein Nullteiler ist, wird als reguläres 
Ringelement bezeichnet. 

Dann muß der Ring X endlich als letzter Bedingung genügen: 


6. Dem Gesetz der unbeschränkten Division durch reguläre Elemente: 
X enthält mindestens ein reguläres Element**), und ist a ein reguläres, 





forderte kommutative Gesetz der Multiplikation: die in R I benutzte Modifikation dieses 
Gesetzes würde für die in betracht kommenden Anwendungen der folgenden Ergeb- 
nisse bedeutungslous sein. 
*) Eine solche Ausdrucksweise soll nie das Vorhandensein von unter einander 
gleichen Ringelementen ausschließen. 
‘ **) Diese Existenzforderung schließt nicht nur die trivialen Ringe aus,. deren 
Elemente sämtlich gleich Null sind, sondern auch nichttriviale Systeme, wie z. B. das 


16* 
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b ein beliebiges Element aus X, so gibt es in X® mindestens ein Element 
x, das die Gleichung a-2=b befriedigt. 


Aus dieser Bedingung ergibt sich in Verbindung mit den früheren, 
insbesondere mit dem kommutativen Gesetz der Multiplikation, in bekannter 
Weise die Existenz eines einzigen für die Multiplikation beiderseits neu- 
tralen Elements e, des Einheitselements, das für alle Ringelemente a den 
Beziehungen a-2e=e-a=a genügt; alsdann folgt leicht die Gültigkeit 
des kommutativen Gesetzes der Addition. 


Zusammenfassend läßt sich der so definierte Begriff eines Ringes X 
auch dadurch vollkommen charakterisieren, daß die Gesamtheit aller Elemente 
von X in bezug auf die Addition, die Gesamtheit der regulären Elemente 
von ® in bezug auf die Multiplikation eine Gruppe bildet und daß beide 
Operationen kommutativ sind und durch das distributive Gesetz mitein- 
ander verknüpft werden. Enthält der Ring außer der Null selbst keinen 
Nullteiler, so ist er ersichtlich ein Körper. 


Aus den angeführten Bedingungen folgen für die Ringe die wich- 
tigsten Eigenschaften der Körper, mit Ausnahme der auf die Division be- 
züglichen und des Satzes, wonach in einem Körper ein Produkt nur zu- 
gleich mit einem seiner Faktoren verschwinden kann*). Wie üblich werde 
das zu einem Element a additiv entgegengesetzte Element mit (—a), das 
zu einem regulären Element a multiplikativ entgegengesetzte oder reziproke 


mit a" oder = bezeichnet. Es sei noch ausdrücklich hervorgehoben, daß 


zu einem Nullteiler a von ® kein reziprokes Element in X existieren kann. 
Denn es sei etwa a-b=0, b+0; gäbe es dann a! derart, daßa-a'=: 
wäre, so folgte b=b.a.-a'=0.a'= 0 gegen die Voraussetzung. 


Für das Nächstfolgende sind noch zwei Definitionen voranzuschicken: 


Definition 2: Ist «=b.c, so heißt a durch e teilbar, ein 
Vielfaches von c, c ein Teiler von a, in a enthalten usw. Ist 
sowohl a durch c wie auch e durch «a teilbar, so heißen a und c un- 
wesentlich verschieden oder äquivalent (arvc); in jedem anderen 


aller durch 9 teilbaren Kongruenzklassen mod. 9”, wo g und m natürliche Zahlen > 1 
bedeuten. 
*) Im einzelnen vgl. hierzu RI, Sätze 1—3 des $1. 
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Fall heißen «a und c wesentlich verschieden. Ist a durch c, aber 
nicht ce durch «a teilbar, so heißt c ein echter Teiler von a. 

Definition 3: Ein Ring heißt endlich oder unendlich, je 
nachdem die Anzahl seiner ungleichen Elemente endlich oder un- 
endlich ist. 

Im folgenden werden nun nicht ganz allgemeine Ringe betrachtet, 
sondern nur „zerlegbare Ringe endlichen Grades‘ (in der Terminologie 
von RI)*), d.h. Ringe, die außer den bisherigen sechs noch folgende 
zwei Bedingungen befriedigen: 

I. Der Ring R enthält nur endlich viele wesentlich verschiedene Null- 
teler (Gradbedingung); der Ring kann dabei natürlich sehr wohl 
unendlich sein. 

II. Sind a,b, c Elemente aus R und ist a-b durch c teilbar, so 
läßt sich c derart als Produkt c=c,:-c, darstellen, daß a durch c, und 
b durch c, teilbar ist (Zerlegbarkeitsbedingung). 

Die Zerlegbarkeitsbedingung II ist offenbar z. B. (für andere Fälle 
vgl. RI, 8.152 und 155) stets erfüllt in Ringen, deren Primteiler (vgl. die 
nachfolgende Definition 4) sämtlich untereinander äquivalent sind; in der 
Hauptsache kommen nur solche Ringe im folgenden vor. 

Ringe, die außer den sechs Ringbedingungen und der Gradbedin- 
gung I noch die Zerlegbarkeitsbedingung II erfüllen, sollen zerlegbare 
Ringe heißen. Zur Unterscheidung soll jeder nicht notwendig als zerleg- 
bar vorausgesetzte Ring als nichtzerlegbarer Ring bezeichnet werden. 

Die natürlichen Vielfachen und die natürlichen Potenzen eines be- 
liebigen Ringelementes a werden in üblicher Weise bezeichnet, sodaß la 
für a, 2a für a+a usw., a’ für a, a’ für a-a usw. geschrieben wird, 
Unter a’ soll das Einheitselement des Ringes verstanden werden. Das 
Rechnen mit diesen Vielfachen gehorcht den gewöhnlichen Regeln. 

Es sollen noch einige Definitionen und Sätze über (zerlegbare) Ringe 
angeführt werden, von denen aber Def. 6 und die Sätze 3—6 im folgenden 
nur ausnahmsweise (in Kap. II, $$ 2 und 5) benutzt werden und zunächst 
überschlagen werden können. Für die Beweise ist auf RI zu verweisen. 





*) Die Einbeziehung der zerlegbaren Ringe unendlichen Grades würde keine 
wesentlichen grundsätzlichen Schwierigkeiten verursachen, wohl aber gewisse dem 
Gegenstand wesensfremde Hilfsbetrachtungen erforderlich machen. 
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Gegeben sei ein Ring X, der allen Bedingungen 1—6 sowie I und 
II genügt. 


Definition 4: Ein Nullteiler aus R, der — abgesehen von re- 
gulären Elementen — keinen echten Teiler besitzt, heißt ein Primteiler 
von X (RI, $2, Def. 1). 


Satz 1: Jeder Nullteler von R enthält mindestens einen Primteiler 
von R und läßt sich als Produkt von lauter Primteilern darstellen. In X 
ıst stets eine endliche Anzahl von wesentlich verschiedenen Primteilern ent- 
halten; dann und nur dann ist die Null selbst ein Primteiler (und zwar 
der einzige), wenn R ein Körper ist (ebenda, Satz 1 und 3). 


Satz 2: Zu jedem Primteiler p von R gibt es eine von p abhängige 
natürliche Zahl m derart, daß die Potenzen p, p*,..., pP” alle untereinander 
wesentlich verschieden, alle folgenden Potenzen p”*', p”*+?,... dagegen zuein- 
ander und zu p” äquivalent sind (ebenda, Satz 6). | 


Die Sätze 1 und 2 (nicht aber die folgenden) gelten auch in Ringen, 
für die die Zerlegbarkeitsbedingung II nicht erfüllt ist, wenn nur die Grad- 
bedingung I befriedigt wird. 


Definition 5: Die in Satz 2 ausgedrückte Beziehung des Prim- 
teilers p zur natürlichen Zahl m wird bezeichnet durch die Ausdrucks- 
weise: Der Primteiler p steigt in 8 bis zum Exponenten m. 
Ferner heißt P=p* ein zum Primteiler p von X gehöriger Pri- 
märteiler (ebenda, $. 159); dieser ist offenbar dann und (in einem zer- 
legbaren Ring ®) auch nur dann gleich Null, wenn alle Primteiler von R 
untereinander äquivalent sind. 


Satz 3: Von irgend zwei äquivalenten Elementen aus R kann jedes 
durch Multiplikation mit einem regulären Ringelement in das andere 
übergeführt werden (ebenda, $ 3, Satz 6). 


Definition 6: Ist P ein zum Primteiler p aus ® gehöriger 


Primärteiler und P ein durch p nicht teilbares Ringelement, das der Be- 
ziehung P.P= O genügt, so heißt P ein dem Primteiler p komple- 
mentärer Orthogonalteiler. Ein Orthogonalteiler P, der der Be- 


ziehung P- P=P genügt, wird als ein normierter Orthogonalteiler 
bezeichnet (ebenda, $ 4, Def. 1 und $ 3, Def. 1). 
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Satz 4: Zu jedem Primteiler von ® gehört ein — und abgesehen von 
äquivalenten Elementen auch nur ein — ihm komplementärer Orthogonal- 
teiler. Die Gesamtheit aller zu einem Orthogonalteiler äquivalenten Ele- 
mente von R bildet in bezug auf die Multiplikation eine Gruppe, es gibt 
unter ihnen also einen einzigen dem Primteiler p komplementären normierten 
Orthogonalteiler (ebenda, $ 4, Satz 2). 

Satz 5: Ein dem Primteiter p komplementärer Orthogonalteiler ist 
durch alle Primärteiller von R, ausgenommen die zu p gehörigen Primär- 
teiler, teilbar; das Produkt irgend zweier wesentlich verschiedener Ortho- 
gonalteiler aus R ist daher stets gleich Null. Die Summe aller normierten 
Orthogonalteder aus R ist gleich dem Einheitselement e von R (ebenda, 
Satz 1 und Satz 3). 

Definition 7: Ein Ring heißt einfach, wenn alle seine Prim- 
teiler untereinander äquivalent sind (ebenda, Def. 3). 

Satz 6: Ein zerlegbarer Ring R, der n wesentlich verschiedene Prim- 
teler P1, Pa,---, p, enthält, läßt sich stels und nur auf eine einzige Weise 
in n und nicht weniger einfache Ringe RR. ..., R, zerlegen derart, 
daß jeder dieser einfachen Ringe nur Elemente aus R enthält, kein Ele- 
ment aus R (außer der ın jedem ®, enthaltenen Null) in zwei verschiedenen 
der Ringe R, vorkommt, daß ferner das Produkt irgend welcher Elemente 
aus zwer verschiedenen Ringen R, stets gleich Null ist und schließlich 
sich jedes Element aus R auf eine und nur eine einzige Weise als Summe 
je eines Elements aus jedem der n Ringe ®, darstellen läßt. Bei geeigneter 
Numerierung enthällt der einfache Ring R, alle und nur die Elemente von 


R, die durch den dem Primteiler p, komplementären Orthogonalteiler P; teil- 
bar sind (ebenda, Satz 7). 

Zur Erläuterung und zur Veranschaulichung der angeführten Defi- 
nitionen und Sätze sei schließlich der Hinweis auf eine sehr einfache Klasse 
spezieller (und zwar endlicher) zerlegbarer Ringe angefügt, die auch im 
folgenden gelegentlich als Beispiel herangezogen werden sollen (vgl. RI, 
S 147). 

m sei eine beliebige natürliche Zahl —>1. Es sollen die Klassen 
derjenigen ganzen Zahlen betrachtet werden, die der Reihe nach den Zahlen 
0,1,2,...m-—1 modulo m kongruent sind, und diese Klassen selbst 
mögen mit 0, 1,...‚,m— 1 bezeichnet werden. Setzt man fest, daß die 
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Addition, Subtraktion, Multiplikation und, soweit möglich, auch die Di- 
vision dieser Klassen in der gewöhnlichen Weise, nur stets modulo m, 
ausgeführt werden soll, so stellt das System dieser Klassen einen Ring 
dar, der allen Bedingungen 1—6 sowie I und II genügt, den Ring R, 
der Kongruenzklassen modulo m. 

Er ist dann und nur dann ein Körper, wenn m eine Primzahl ist; 
im gegenteiligen Fall enthält er außer der Null noch weitere Nullteiler, 
nämlich alle und nur diejenigen Klassen, die (im gewöhnlichen Sinn) 
mit m gemeinsame Teiler besitzen, während die zu m teilerfremden 
Klassen reguläre Ringelemente darstellen. 

Es sollen so am Beispiel des Ringes R,. der Kongruenzklassen 
mod. 360 = 2°. 3°”. 5 die angeführten Definitionen und Sätze kurz erläutert 
werden. Primteiler von R,, sind alle Klassen, die entweder durch 2, aber 
weder durch 4, noch durch 3, noch durch 5 — oder durch 3, aber weder 
durch 9, noch durch 2, noch durch 5 — oder durch 5, aber weder durch 
2, noch durch 3 teilbar sind, also die Klassen: 

2, 16, 22,...5°938, 38,...5 620, © .... 
Die Primteiler jeder dieser drei Arten sind jeweils untereinander äquivalent. 
Z.B. ist 25=5.5 ein zu 5 äquivalenter Primteiler; 5 ist nämlich kein 
echter Teiler von 25, weil auch 5 = 25 : 29. 

Der Primteiler 2 von R,. und die äquivalenten steigen bis zum 
Exponenten 3, der Primteiler 3 bis zum Exponenten 2, der Primteiler 5 
bis zum Exponenten 1; z.B. ist 2?-,2* wegen 16=2.8, 8= 23.16. 
Die zum Primteiler 2 gehörigen Primärteiler sind 8, 16, 32, 56,...; 
die zum Primteiler 3 gehörigen 9, 27, 63,...; die zum Primteiler 5 gehö- 
rigen 5, 25, 35,.... 

Die Orthogonalteiler von Ry, sind: 72, 144, 216, 288 (komple- 
mentär zum Primteiler 5); 40, 80, 160, 200, 280, 320 (komplementär 
zu 3); 45, 135, 225, 315 (komplementär zu 2). Die normierten Ortho- 
gonalteiler sind: 216, 280, 225. Es ist in R,o 216 + 280 +225 =1. 

Die drei einfachen Ringe, in die sich A, im Sinne von Satz 6 
zerlegen läßt, sind die Ringe (0, 72, 144, 216, 288), 

(0, 40, 80, 120, 160, 200, 240, 280, 320), 
(0, 45, 90, 135, 180, 225, 270, 315). 
(Der erste dieser drei einfachen Ringe ist im besonderen ein Körper.) 
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62. Der Ring R(x) der rationalen Funktionen einer Variabeln mit Koef- 
fizienten aus einem einfachen Ring. 


R bezeichne in diesem Kapitel von nun an stets einen bestimmten 
einfachen Ring (Def. 7 des vorigen Paragraphen), der daher um so mehr 
zerlegbar ist. p sei ein beliebiger, aber ein für allemal festgewählter 
Primteiler von R, dem daher alle Primteiler von ® äquivalent sind, und 
M sei der Exponent, bis zu dem p in X steigt, so daß also p"+0, 
p" = 0 ist (Def. 5 des vorigen Paragraphen, S. 126). 


R (x) bezeichne das System aller Ausdrücke der Form 


un) + d°% + A, + 72 ++ Am 2” 
+, C++ + bar’ 





r (2) = 


in denen m und n beliebige ganze nicht negative Zahlen, a, und 5b 
beliebige Elemente aus R darstellen mit der einzigen Beschränkung, 
daß nicht alle Elemente b, durch den Primteler p teilbar sein sollen, 
also mindestens eines von ihnen in X regulär ist; z& wird im allge- 
meinen als ein bloßes Symbol betrachtet werden, für das gelegentlich 
auch ein Elementenwert aus R eingesetzt werden kann. Ein Ausdruck 
r (x) dieser Art soll als eine Funktion von x im Ringe ® bezeichnet 
werden und zwar als eine eigentliche Funktion, wenn er keinem 
Element von X gleich ist, im anderen Fall als eine Zahlfunktion. 
Die‘ Bezeichnungen Zähler und Nenner sowie Koeifizient werden in 
der üblichen Weise gebraucht. Ist der Nenner von r(z) eine reguläre 
Zahlfunktion, so daß r (x) ohne Nenner geschrieben werden kann, so 
heiße r (x) und jede (im Sinn der sogleich anzugebenden Erklärung) zu 
r(x) gleiche Funktion eine ganze Funktion. ° 


Sind alle Koeffizienten a, des Zählers durch p*, aber mindestens 
einer von ihnen nicht durch »**' teilbar, so werde p* der Zahlen- 
teiler der Funktion r(x) genannt. Ist der Zahlenteiler p°, also minde- 
stens einer der Koeffizienten a, regulär, so heiße r (x) eine primitive 
Funktion. 


Die Gleichheit, Addition, Subtraktion und Multiplikation von Funk- 
tionen sowie die Division durch primitive Funktionen sollen in der ge- 
wöhnlichen Weise erklärt werden. Demnach heißen zwei ohne Nenner 
Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 3/4. 17 
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geschriebene Funktionen dann und nur dann gleich, wenn sie identisch 
sind; es sei ferner 
+. +9 ®+.)+b+b2+b- +...) 
=(.+5b)+ (1 +b) + +b)- + ---, 
(+ a2 +0: +:..).(b,+ b-c+b: + --.) 
=%.&+(.d+% db). tl +. bt bb) mt 
Bezeichnen @ (x) und A (x) beliebige ganze, g(x) und h (x) ganze primi- 
tive Funktionen, so gelte 


ED, pls G(z)-hiz)= H(z)-g(e), 








9(@) AAa)’ 
G (x) A H(e) _ @(2)- hi) + H(2)-9(%) 
9) hi) g9(z): h(x) 


G (a), H(«) _ 4@)-H@) 
9) A) ga)-h@' 

Nach diesen Definitionen gilt: 

Das System R (x) aller Funktionen von x im einfachen Ring ®R 
stelli wiederum einen einfachen Ring dar, dessen Primteiler den Primteilern 
von R in R(x) äquivalent sind. 

Beweis: Um zunächst zu zeigen, daß die erklärten Operationen 
innerhalb ®(z) unbeschränkt und eindeutig ausführbar sind, ist vor 
allem nachzuweisen, daß das Produkt zweier ganzer primitiver Funktionen 
wieder primitiv ist. Es seien also 

(2) = m "+ m tet 4 

h(x)=h,: "+h_, ""'"+..-+h: + 
zwei ganze primitive Funktionen in X; von den regulären Koeffizienten 
von g9(2) bzw. h(z) sei g, bzw. h, derjenige mit dem höchsten Index. 
Dann ist der Koeffizient p,,, von x'**in dem Produktp (2) =g (z)-h(z): 


Pix = Im Turm + Im-ı * Riremyı + °° 
+ 94 Ai +9 ht 9° ur + 
+ Gironsı "nit Hirn * Am 
wobei — wie stets im folgenden — Koeffizienten mit negativem Index 
gleich Null zu setzen sind. Nach der über g, und h, gemachten Voraus- 
setzung sind aber 95, mis: irn Am Rn, Arrı Sämtlich durch den 
Primteiler p von X teilbar, während g,- h, als Produkt regulärer Elemente 
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von ® selbst regulär ist; daher ist 9,,, regulär in ®, also p(x) in 
der Tat eine ganze primitive Funktion von R(xz). Hieraus folgt sofort, 
daß auch das Produkt gebrochener primitiver Funktionen wiederum 
primitiv ist. 

Die Bildung von »,,, zeigt, daß in p (z) die Koeffizienten der 
Potenzen x”+*, a"+"-1,..., „++*+2, „*+*+1 sämtlich durch 9 teilbar sind. Es 


ergibt sich also der später zu benutzende 


Hilfssatz: In dem Produkt p (x) =g(x)-h(x) ist der Index des 
höchsten regulären Koeffizienten von p (x) gleich der Summe der Indizes der 
höchsten regulären Koeffizienten von g (x) und A (e). 

Ebenso wie bei gewöhnlichen rationalen Funktionen ist nun zu 
schließen, daß die definierte Gleichheit den an jede Gleichheitsrelation zu 
stellenden Bedingungen genügt, daß Addition und Multiplikation inner- 
halb X (x) unbeschränkt und eindeutig ausführbar sind und daß dabei 
die Bedingungen 1—5 des vorigen Paragraphen allgemein erfüllt werden; 
das Nullelement von X (x) ist offenbar die Zahlfunktion 0. Dem Nach- 
weis, daß auch Bedingung 6 in X(x) befriedigt ist, seien noch einige 
fast selbstverständliche Sätze vorangeschickt: 


1. Eine Funktion r(z) in R ist dann und nur dann durch die 
Potenz p* des Primteilers p von ® teilbar, wenn sämtliche Koeffizienten 


ihres Zählers mindestens durch p* teilbar sind; sie verschwindet dann und 
nur dann, wenn sie identisch gleich Null ist. 


2. Jede von Null verschiedene Funktion r (x) läßt sich als Produkt 
aus ihrem Zahlenteiler und einer primitiven Funktion r, (x) darstellen in der 
Form r (x) = p* . r, (%). 

Diese Darstellung wird zwar im allgemeinen nicht eindeutig sein, 
da statt r,(z) offenbar auch jede von »,(z) um ein Vielfaches von 
p*—* additiv verschiedene Funktion eingesetzt werden kann. Doch ist 
der Faktor 9* nach der Definition des Zahlenteilers eindeutig bestimmt, 
und der zweite Faktor r,(x) ist wenigstens. unter allen Umständen 
primitiv. | 


3. Nullieiler von R (x) sind alle und nur die durch p teilbaren 
Funktionen, insbesondere Primteiler alle und nur die Funktionen vom 
Zahlenteiler ». 


17* 
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Diese beiden Behauptungen folgen unmittelbar aus der Darstellung 
der Funktionen als Produkt aus Zahlenteiler und primitiver Funktion 
unter Benutzung des Satzes, daß das Produkt primitiver Funktionen 
selbst primitiv ist. 

Jetzt ist sofort zu sehen, daß auch die Bedingung 6 des vorigen 
Paragraphen in dem System X (x) erfüllt ist. Denn 'nach dem letzten 
Satz decken sich die Begriffe „primitive Funktion in X“ und ‚„reguläres 
Element von X (z)‘‘; durch primitive Funktionen kann aber unbeschränkt und 
eindeutig dividiert werden, da für ganze primitive Funktionen g, (x) und 


9: (x) nach der Gleichheitsdefinition e a ; . a = € gilt, die beliebige pri- 
2 1 


mitive Funktion 2 E also in X (x) die offenbar eindeutig bestimmte Re- 
2 


ziproke nn besitzt. 


Hiernach sind ferner alle Funktionen vom nämlichen Zahlenteiler 
untereinander äquivalent, insbesondere also auch alle Funktionen vom 
Zahlenteiler 9. Daher enthält X (x) nicht zwei wesentlich verschiedene 
Primteiler. Da überdies in X (x) gilt: ?"=0, so sind auch die Gradbe- 
dingung I und die Zerlegbarkeitsbedingung II des vorigen Paragraphen 
in R (x) erfüllt, d.h. X (x): bildet in der Tat einen einfachen Ring mit 
dem Primteiler 7, wie bewiesen werden sollte. 








83. Der Fundamentalsatz. Das Euklidische Teilverfahren. 


Der Ring R(x) zeigt offenbar große Ähnlichkeit mit dem Körper 
8% (x) der rationalen Funktionen einer Variabeln x mit Koeffizienten 
aus einem beliebigen Körper £. Der einzige sich zunächst zeigende we- 
sentliche Unterschied, der in dem Auftreten von Nullteilern unter den 
Funktionen von X(z) besteht, läßt sich für alle multiplikativen Fragen 
offenbar höchst einfach ausschalten vermöge der Darstellung jeder Funk- 
tion als Produkt aus Zahlenteiler und einer primitiven, also regulären 
Funktion. Der sich so in erster Linie der Betrachtung darbietende 
Bereich aller primitiven Funktionen bildet in bezug auf die Multiplikation 
eine Gruppe. 

Für die Lösung der gestellten Aufgabe, die Möglichkeit einer be- 
liebigen einfachen Erweiterung eines zerlegbaren Ringes zu untersuchen, 
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ist die Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers ganzer Funktionen 
mit Koeffizienten aus einem Ring und die Einführung des Begriffs der Kon- 
gruenz zwischen solchen Funktionen unerläßlich. Hierzu bedarf es ganz ebenso 
wie bei Funktionen mit Koeffizienten aus einem Körper des Euklidischen 
Teilverfahrens als wesentlichen Hilfsmittels. Der Anwendung dieses Ver- 
fahrens stellt sich aber sogleich eine wesentliche Schwierigkeit in den Weg. 
Sind nämlich aus dem einfachen Ring X (z) zwei ganze primitive Funk- 
tionen f(x) und g (x) vorgelegt: 

f()=a, "+, "rt + +: 24% 

g(a)=b, " +b_, "+++ bb: 0 + bu 
und ist a, ein echter Teiler von b,, d.h. enthält a, den Primteiler p 
nicht in ebenso hoher Potenz wie b,, so versagt das übliche Verfahren 
der Division von f(x) durch g(z). Der Überwindung dieser Schwierig- 
keit sollen die nächsten Überlegungen gewidmet sein. 

Es werde erklärt: 

Definition: Als Grad einer ganzen Funktion f(x) in X werde 
wie gewöhnlich der Exponent der höchsten in f(x) vorkommenden 
Potenz von x mit von Null verschiedenem Koeffizienten*) bezeichnet. 
Als Ordnung einer ganzen primitiven**) Funktion /(z) in X werde 
hingegen bezeichnet der Exponent der höchsten in f(z) vorkommenden 
Potenz von z, deren Koeffizient ein regwäres Element von X ist. 

Es wird sich zeigen, daß für eine ganze primitive Funktion in 
einem einfachen Ring die Ordnung eine weit wichtigere Zahl darstellt 
als der Grad, daß sie insbesondere die meisten der für die Funktion 
charakteristischen Eigenschaften aufweist, wie sie bei Funktionen in 
Körpern der Gradzahl zukommen. Offenbar ist die Ordnung einer 
ganzen primitiven Funktion gleich oder kleiner als ihr Grad. Besondere 
Hervorhebung verdienen einmal die Funktionen, bei denen Grad und 
Ordnung übereinstimmen, und ferner die Funktionen der Ordnung Null. 
Bei Funktionen der ersten Art ist der Koeffizient der höchsten Potenz 





*, Die Null werde als von niedrigerem Grade als jede andere Funktion in 
X bezeichnet. 

*) Die Ordnung läßt sich natürlich auch entsprechend für nichtprimitive 
Funktionen definieren; doch ist eine solche Ausdehnung der Definition fürs folgende 
unnötig und unpraktisch. 
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von x regulär; durch solche Funktionen kann also jede beliebige Funktion 
ohne weiteres formal ebenso dividiert werden, wie dies bei Funktionen 
mit Koeffizienten aus einem Körper geschieht. Die Bedeutung der 
Funktionen der Ordnung Null dagegen liegt darin, daß — wie sich 
im nächsten Kapitel zeigen wird und wie bei Vorwegnahme des Begriffs 
der Erweiterung auch an dieser Stelle unmittelbar einleuchtet — eine 
ganze primitive Funktion der Ordnung Null in X für jeden Wert der 
Variabeln x nicht nur aus X selbst, sondern auch aus jeder beliebigen 
Erweiterung von X stets von Null verschiedene Werte annimmt. Denn 
eine solche Funktion hat ja die Form 


Pan HD m Et e +Dd CH4 
wo a, regulär ist; was für ein Wert immer hier für z eingesetzt wird, 
immer wird dieser Ausdruck als Summe aus einem durch p teilbaren und 
einem regulären Glied von O verschieden bleiben. Die ganzen primitiven 
Funktionen der Ordnung Null stellen daher eine naturgemäße Verallge- 


meinerung der regulären Zahlfunktionen, d. h. der regulären Elemente 
von X dar. 


Für die Ordnung eines Produktes gilt: 
Die Ordnung eines Produktes ganzer primitiver Funktionen in R ıst 
gleich der Summe der Ordnungszahlen der Faktoren. 


Dieser Satz, der für die Gradzahlen keineswegs entsprechend zu- 
trıfft, ist nur ein anderer Ausdruck des Hilfssatzes von 8. 131. 


Die vorher erwähnte Schwierigkeit, die sich der Durchführung des 
Euklidischen Teilverfahrens in X (x) entgegenstellt, wird nun aus dem 
Wege geräumt durch den folgenden 


Fundamentalsatz: Jede ganze primitiwe Funktion der Ordnung 
n in dem einfachen Ring R läßt sich durch Multiplikation mit einer ganzen 
primitiven Funktion der Ordnung Null in eine ganze primitive Funktion 
überführen, die gleichzeitig die Ordnung n und den Grad n besitzt. 

Dieser Satz besagt mehr, als daß sich zu jeder ganzen primitiven 
Funktion f(x) eine weitere derart finden läßt, daß das Produkt beider, 
9 (x), die nämliche Ordnungszahl wie Gradzahl besitzt; darüber hinaus- 
gebend werden vielmehr f(x) und g(z) die gleiche Ordnung und sogar 
die nämlichen Nullstellen in X haben. 
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Dem Beweis des Fundamentalsatzes ist der folgende Paragraph ge- 
widmet. Hier sollen sogleich die nächsten Folgerungen gezogen werden. 

Auf Grund des Fundamentalsatzes ist es leicht, zu jedem Paar 
ganzer Funktionen f(x) und g (x) in dem einfachen Ring %, von denen 
die zweite Funktion g (z) primitiv ist, das übliche Divisionsverfahren in 
der Form | 


(1) f(@) =g(2)-g(@)+ h(e) 

auszuführen, : wobei auch 9(z) und A(x) Funktionen in X bedeuten und 
der Grad von h(x) kleiner ist nicht nur als der Grad, sondern auch als 
die Ordnung von g(x). Denn ist g(x) von der Ordnung n, so kann man 
nach dem Fundamentalsatz eine ganze Funktion 9,(z) in R bestimmen, 
so daß g(z) (2) =@(z) eine Funktion von der Ordnung und dem Grade 
n wird; durch @(z) läßt sich daher f(x) ganz in der gewöhnlichen Weise 
dividieren, so daß 


f(x) = @(z) -@(@) + h(a) 
wird, wo der Grad von r kleiner als n ist. Die Gleichung (1) wird 


also durch g9(x) = 9,(z) - @ (x) erfüllt. 

Andererseits sind Pb in der Beziehung (1) auftretenden Funktionen 
g9(x) und h(x) eindeutig bestimmt. Es seien nämlich die folgenden beiden 
Beziehungen erfüllt 


f(x) = g(2)-9.(2) + hı (a) 
fe) = g(@) -9(2) + Are), 
wo sowohl der Grad von h,(z) wie derjenige von A,(z) kleiner sei als 


die Ordnung n von g(x); dann folgt durch Subtraktion, wenn 
9,(2) — 9 (2) = 9,(z) gesetzt wird: 


0= g(2) - 95(2) + hs(2), 
wo auch der Grad von Ah,(2)=h,(2) —h,(x) kleiner ist als n. Wäre 
nun (2) nicht Be gleich Null, so sei 9“ der Zahlenteiler von 
9,(2), also (x) =P*-gP(z), und die ganze primitive Funktion 9$”(z) 
besitze die ar m. Dann wäre die Ordnung von g(z) - 9%” (x) gleich 
m-+n (8.134) und daher der Grad von 9“ » g(z)-g’ (z)= 9 (x) -9, (©) gleich oder 
größer als m-+n, also mindestens gleich n; die diesem Produkt bis aufs Vor- 
zeichen gleiche Funktion h, (x) besitzt aber nach Voraussetzung einen niedrigeren 
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Grad als n. Der Widerspruch zeigt, daß g, (x) und 9,(z), also auch h, (x) und 
hs(x) identisch gleich sind. Es gilt also: 

Korollar zum Fundamentalsatz: Ist f(x) eine beliebige ganze, 
g(x) eine ganze primitive Funktion in dem einfachen Ring R, so lassen sich 
zu f(x) und g(z) auf eine und auch nur auf eine Weise zwei ganze Funk- 
tionen in R g(x) und h(x) von der Art bestimmen, daß 


(1) z) = g(2) - g(e) + h(a) 
wird und der Grad von h(x) niedriger ist als die Ordnung von g(x). 

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. Die beiden gegebenen 
ganzen Funktionen f(x) und g(z), von denen g(z) primitiv sein sollte, 
können erstens so beschaffen sein, daß bei Aufstellung der Gleichungskette 
des Euklidischen Teilverfahrens die erste nichtprimitive unter den auf- 
tretenden Restfunktionen gleich Null wird, oder es kann zweitens der 
Fall sein, daß man in jener Gleichungskette einmal auf eine durch p 
teilbare, aber von Null verschiedene Restfunktion stößt (die auch eine 
nichtreguläre Zahlfunktion sein kann). 

Im ersten Fall erhält man wie bei Funktionen in Körpern eine 
Gleichungskette der Form 


fie) =g(@) -gl@)+ Ale) 
9@) ha): ha) + hrle) 


hun(@) = huıta) hi) + hu(®) 

hu (2) = h(@) - hu(®), 
wo insbesondere auch h,(x) eine primitive Funktion ist. Wie die Rück- 
wärtsverfolgung dieser Gleichungskette in der üblichen Weise zeigt, lassen 


sich dann zu den gegebenen Funktionen f(z) und g(z) zwei ganze Funktionen 
in 8 F(x) und @(z) derart finden, daß 

(2) -@(2)+ g(e)  Fia)=h,(e) 
wird. 


Ist insbesondere die ganze primitive Funktion A,(2) von der Ord- 
nung Null, so sollen f(x) und g(xz) zu einander rdativ prim*) heißen. 





*) Diese Erklärung fällt keineswegs mit der in Körpern verwendeten Definition 
zusammen. Es kann nämlich sehr wohl sein, daß es keine ganze primitive Funktion 
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In diesem Fall kann man, wie sich durch Anwendung des Fundamental- 
satzes auf h,(z) ergibt, die Multiplikatoren F(z) und @(z) im besonderen 
so wählen, daß die Beziehung besteht: 

(2) Mz)-@(@)+ gie). Fio)=e 

Es gilt aber auch die Umkehrung dieser Aussage, d. h. zwei ganze 
Funktionen in R f(x) und g(z), für die die Gleichung (2) erfüllt ist, sind 
stets zueinander relativ prim. Angenommen nämlich, f(x) und g(z) seien 
nicht relativ prim; dies besagt nach Definition, daß entweder in der 
Euklidischen Gleichungskette die letzte vor der Null auftretende Rest- 
funktion gleich allen vorangehenden primitiv und von positiver Ordnung 
ist oder in jener Kette einmal eine durch » teilbare, aber von Null ver- 


schiedene Restfunktion auftritt. Die Gleichungskette für f(x) und g(«) 
beginne also mit den Beziehungen 


fiz) =g(2)-g(@) + hı(a) 
92) ha) Ma) + he) 

(3) 
h,s(2)= h,_,(2) hs (@)+ h,_, (®) 
h,_.(2) = h,_,(@)-h,_ı(2)+Pp-h,(e), 
wo die ganzen Funktionen A,(z), h,(z),..., A,_,(z) sämtlich primitiv und 
von positiver Ordnung seien; dann folgt aus der letzten Gleichung dieser 
Kette wegen p" = 0: 

pH. h,_.(2) = pP". h,_1(2)-h,_1(2). 
Durch sukzessive Multiplikation sämtlicher angeschriebenen Beziehungen 
mit 9”! schließt man hieraus, daß p"!.f(z) und p"=!.g(z) sich dar- 





positiver Ordnung gibt, die durch Multiplikation mit geeigneten ganzen Funktionen in 
f(x) und g(z) übergeht, und daß dennoch f(x) und g(z) im Sinn der oben- 
stehenden Definition nicht relativ prim sind. So sind z. B. die Funktionen 
f@)=xz+p, g9(&) = x, wo p den Primteiler von X bedeutet, nicht relativ prim, sondern 
entsprechend dem amı Schluß dieses Paragraphen zu besprechenden zweiten Fall 
„verwandt“. Aus diesem Grund soll die Bezeichnung „teilerfremd“ an Stelle von 
„relativ prim“ ausgeschlossen bleiben. — Über den Wert der obigen Definition, die 
der in Ringen herrschenden größeren Mannigfaltigkeit der Verhältnisse entspricht, 
vgl. den Schlußsatz des $3 von Kap. II (S. 154), den Satz 2 des $4 von Kap. II 
(S. 159) und namentlich die bei dessen Beweis auf S. 158/9 gemachte Bemerkung. 
Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 3/4. 18 
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stellen lassen in der Form 


pt.f(a)=p"'.h, ‚(2)- Pole), Pt .gla)= pt. h,_1(2)» % (2), 
wo F,(z) und G,(z) ganze Funktionen in X sind. Bestünde nun anderer- 
seits zwischen f(x) und g(x) eine Beziehung der Form (2), so wäre 

pPXt. fa)» Ca) + pP". gla)- Flae)=P"; 
hier ließe sich nach dem letzten Resultat die linke Seite auf die Form 
p’i.h_,(2)-H(x) bringen, wo H(z) eine ganze Funktion in X ist, 
während die rechte Seite unmöglich in dieser Form dargestellt werden 
kann, weil ja h,_, (=) primitiv und von positiwer Ordnung ist. : Wie aus 
dem so erzielten Widerspruch hervorgeht, folgt in der Tat aus Gleichung 
(2), daß f(z) und g(x) relativ prim sind. 

Es ist schließlich noch der zweite der beiden auf $S. 136 unter- 
schiedenen Fälle zu betrachten, daß man nämlich in der Gleichungskette 
des Euklidischen Teilverfahrens einmal auf eine durch p teilbare, aber 
von Null verschiedene Restfunktion stößt. Die Gleichungskette beginnt 
dann mit einem System der Form (3), in dem aber jetzt insbesondere 
p+h,(x) +0 ist, und sie läßt sich in derselben Weise nicht weiter fort- 
setzen. In diesem Fall sollen die Funktionen f(x) und g(z) verwandt 
heißen; ihm steht kein entsprechender Fall bei Funktionen mit Koeffizienten 
aus einem Körper gegenüber, vielmehr ist er analog den aus der Ideal- 
theorie bekannten Verhältnissen (vgl. $. 159). ! 


&4. Beweis des Fundamentalsatzes. 


Zum Beweis des Fundamentalsatzes (S. 134) kann offenbar der 
Einfachheit halber angenommen werden, daß sowohl der höchste reguläre 
Koeffizient der vorgelegten ganzen primitiven Funktion f(x) wie auch 
das (der Annahme gemäß reguläre) konstante Glied der als Multiplikator 
gesuchten ganzen primitiven Funktion der Ordnung Null f,(z) beide gleich 
dem Einheitselement & von X sind. Es sei also die gegebene Funktion 

f(&) = a, "+... et 

+2" + bb... 1 2". + bc + bo 
wo die Koeffizienten a, (a„+|0) sämtlich durch p teilbar sein sollen und 
r>0 angenommen werden kann (da für r=0 der zu beweisende Satz 
schon durch f,(z) = s erfüllt wäre), während jeder der Koeffizienten b, 
durch. 9 teilbar oder regulär sein kann. f(x) ist hiernach vom Grade m 
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und von der Ordnung m—r. Die als Multiplikator gesuchte Funktion 
fo(z) sei von der Form 


fo (x) =9p,° g» +2. .arir ...+ 7, *% +8, 
wo die Koeffizienten p, sämtlich durch p teilbare Elemente aus X sein 
sollen, während im übrigen diese Koeffizienten und ebenso auch der Grad 


n von /,(2) noch unbekannt sind. Diese n Koeffizienten und die natür- 
liche Zahl n selbst sind nun so zu bestimmen, daß das Produkt 


(2) - fs(2) = g(2) = Oman Cr" + Oman ar 

+... nu ARE ten ER nn ct O4 ie 

+0,27” "+: +9.:2+6% 
nicht nur von der Ordnung m—r, sondern auch vom Grade m —r werde. 
Ersteres ist nach dem dem Fundamentalsatz vorangestellten Satz über 
die Ordnung eines Produkts ganzer primitiver Funktionen (S. 134) von 
selbst der Fall, d. h. es werden alle Koeffizienten o,„,,, Omzn—ıs +-:> Omorr2» 
Cn—,}ı durch p teilbar, dagegen c„_, regulär sein. Darüber hinaus ist 
durch geeignete Wahl von f,(z) zu bewirken, daß die n+r Koeffizienten 
Onzn +5 Omorrı Micht nur durch p teilbar, sondern sämtlich gleich Null 
werden. Es sind also n + r lineare (nicht sämtlich homogene) Gleichungen 


für die n Unbekannten 7,, Ps ---;?,. in dem einfachen Ringe X auf- 
zulösen. 


Diese Aufgabe läßt sich nun wesentlich vereinfachen; es genügt 
nämlich zu beweisen, daß f,(x) so gewählt werden kann, daß in g(x) = f(x) - /» (x) 
wenigstens die n-+ 1 ersten Koeffizienten Oyın, Omtn_ı +: Omi Cm sämtlich 
verschwinden. 

In der Tat: auf diese Weise erhält man ja aus f(x) durch Multi- 
plikation mit einer Funktion der Ordnung Null /,(z) eine Funktion g(x), 
deren Ordnung m —r die gleiche wie die von f(x) ist, während ihr Grad 
mindestens um 1 kleiner ist als der von f(x), nämlich höchstens gleich 
m— 1. Alsdann kann man ebenso zu g(x) eine ganze primitive Funktion 
der Ordnung Null f,(z) bestimmen, so daß g(z)- f,(<)=g,(2) höchstens 
den Grad m—2, aber wiederum die Ordnung m—r besitzt. Durch voll- 
ständige Induktion erkennt man so, daß man schließlich zu höchstens r 
ganzen primitiven Funktionen der Ordnung Null fu(z), fı(®),-+., frı(%) 


gelangt, deren Produkt /(z) ebenfalls primitiv ist und die Ordnung Null be- 
. 18* 
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sitzt und dabei die Eigenschaft hat, daß /(x) - /(x) nicht nur von der Ord- 
nung m — r, sondern auch vom Grad m—r ist. 

Es genügt demnach, den Beweis der im vorletzten Absatz ange- 
gebenen Tatsache zu führen. Es ist also zu zeigen, daß man eine na- 
türliche Zahl n und ferner n durch 9 teilbare Elemente 7,, 9,-.-, 7, aus 
X so finden 'kann, daß die folgenden n-+ 1 Gleichungen in X erfüllt 
werden (wobei 2, = O0 gilt für k>n): 


(1) On+n = AD, = 0’ 


(2) Cnynı 7 Aa Pr-ı FT ai > Ö 
(3) On+n 2 = Am Pn-2 7 Am-ı * Pa-ı Tau ° Pa = 0 
(no) Catan nr 7 An Pan +1 + Au ° Pa—n,+2 = Wed: 


an Per ir Br Ar 
++ di Porn + d6  Prantı = O 
(+1) Cmtn—n, 7 Im * Ki Fa en tt Er a ra 
(I) Ft ir Di Eh Pntn-n—1 
u; Do * Pant, 0 


(nl) Om Am Pat Amn-ı Pat Ft Amırı  Prrı t Prr2 
+ Dr-ı Pers t + di ’ Pnzı + do * Pre = O 
(n) On+ı = Am Pt Am-ı Pat Ti Am  Prt Posi 
+ bi Drrat + b, : Dan + do * Prnzı — () 
(n+1) Ay = A + Am—ı " Pı ur Am—2 ' Ps Free Anr+ı * Pı—ı + P, 
+ bar" Prrı + °°° + di °P? + do 9m 0. 





Um diese n+ 1 Gleichungen in dem einfachen Ringe X nach den 
n Unbekannten 97,. 9,_1,:-- , ?ı aufzulösen, hat man zu bedenken, daß vermöge 
des Ansatzes für f, (x) noch eine (n-+1)-te Unbekannte 9, mit dem allerdings 
im voraus bestimmten Werte & zur Verfügung steht. Infolge der vorläufigen Un- 
bestimmtheit der Zahl n kommt es jetzt nur darauf an, die angeschriebenen 
Gleichungen der Reihe nach in der Weise aufzulösen, daß man nach Be- 
stimmung der n, ersten Unbekannten 9, P-1,---,2n.,,ı aus den Glei- 
chungen (1) bis (n,) schließlich bei der Gleichung (n, + 1) zu einer Un- 
bekannten p,_,, gelangt, für die der Wert p, „= genommen werden 
kann. In der Tat: wählt man dann für n den Wert n,, so werden durch 








Adolf Fraenkel, Über einfache Erweiterungen zerlegbarer Ringe. 141 


die gefundenen Werte p,, ?%,_1,-..,?, nicht allein die Gleichungen (1) bis 
(n), sondern auch die Gleichung (r + 1) identisch erfüllt. 

Es ist jetzt also nur noch zu zeigen, daß die Gleichungen des an- 
geschriebenen Systems (1) in hinreichender Anzahl (n ist ja unbestimmt) 
sukzessiv im einfachen Ring R gelöst werden können und daß man hierbei 
nach einer endlichen Anzahl von Schritten zu einer Lösung p,_„, = € gelangt. 

Zu diesem Nachweis werde gesetzt: 

d,=0» pr, 
wo «a ein reguläres Element von X bedeutet; die ganze positive Zahl A 
gibt demnach an, in welcher Potenz der Primteiler » von X in dem 
(nach Voraussetzung jedenfalls durch 9 teilbaren) Koeffizienten «,„ ent- 
halten ist. Stellt wie bisher M den Exponenten dar, bis zu dem p in 
R steigt, so werde ferner die ganze positive Zahl M— A mit B bezeichnet. 
Schließlich bedeute £ ein vorläufig unbestimmtes requläres Element von X und 
C eine gleichfalls vorläufig unbestimmte ganze Zahl innerhalb der Grenzen 
0<C<A, sodaß M-A<B+HÜ<M wird. Dann werden die Glei- 
chungen (1), (2),..., (%o), (”. + 1) des Systems (I), wo n, eine beliebige natür- 
liche Zahl bedeutet, ersichtlich identisch befriedigt durch jedes Wertsystem (7,, 
Pa-1s+:> Pa-n+ı Pn_n,), das den folgenden rekurrenten Beziehungen genügt: 








P. u ice 

mi. = -an a1 

"m. -—u ® (an it An. 9.) 

ie = — ıaoT.la i Fe ° L os. 

(An). A FR 0 m—1 ' Pan tz T Am2 ' Pants 

nu An-—r+ı* Pn A E Pao—ntr+i ı’ Pn rr+2 
neh b, * Pntn—n, r bo  Pn+n- n+1) 

Be late 2 tn Dart 
Fast nr Ra tt ER 3 wtr+1 
u ade > b, * Pat -n,—1 g; bo 2 Pat): 


Hierbei ist natürlich vorausgesetzt, daß, sobald man den vorläufig unbe- 
stimmten Zeichen ? und Ü bestimmte Werte erteilt hat, diese Werte und 
die aus ihnen hervorgehenden Werte von 9,,?,-1,... auch in allen nach- 
folgenden Gleichungen beibehalten werden. 

Vor allem soll jetzt gezeigt werden, daß man mit den in beliebig 
großer Anzahl n, aufstellbaren Beziehungen (II) schließlich zu ewmem Aus- 
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druck p“ : pn, gelangt, der (bei unbestimmt gelassenen C') höchstens durch 
die (A+ C)-ie Potenz des Primteiers p teilbar ist. Zu diesem Zweck ge- 
nügt es zweierlei nachzuweisen, nämlich erstens: es sind nicht alle auf », 
folgenden Lösungen 9,_,,?,_2,... durch », teilbar; zweitens: ist eine ge- 
wisse Anzahl ‘von etwa #-+1 Lösungen p,, Pu». +; ?„_„ gefunden und ist 
?, „ durch keine der vorangehenden Lösungen 9,,...,?,-.+1 teilbar, so 
sind auch nicht alle auf 2,_, folgenden Lösungen 9,_,_1, Pa-.—»... durch 7, _, 
teilbar. In der Tat: sind diese beiden Aussagen bewiesen, so gelangt 
man, da p, durch die (B+C)-te, aber wegen B+C = M nicht durch 
die (B+C+ 1)-te Potenz von p teilbar ist, schließlich sukzessiv zu einer 
Lösung ?,„_„, die höchstens durch die C'-te Potenz von p teilbar ist. 
Der Nachweis jener beiden Behauptungen läßt sich so führen: 
Ist nicht schon unter den r—1 Lösungen 9,_1, Pa-a:---» Parı eine, die 
nicht durch p, teilbar ist, so gilt dies sicher von 9, _,; r bedeutet dabei 
die auf S.138 unten eingeführte natürliche Zahl. Denn es ist 
p“ Pe a'. (au—  Pa—+1 T Am Pa—+2 m Am—r+1* Pn-ı a: Pa); 
da voraussetzungsgemäß ($. 138) a„_,,@n-a+.-; dr] sämtlich durch 7, 
ferner nach der soeben gemachten Annahme 9,_,, Pa-a:-- > Parı sämtlich 
durch 9, teilbarsind, so ist der in der Klammer stehende Ausdruck seines letzten 
Gliedes wegen äquivalent 9,, d..h. ?,_, ist in diesem Fall wegen A >0 sicher 
nichtdurch p, teilbar. Zum Beweis der zweiten Behauptung werde angenommen, 
es seien die #-+ 1 Lösungen 9, Pa-.1»-:+> Pa. gefunden und die letzte 
unter ihnen p,_, sei durch keine der vorangehenden teilbar. Ist dann 
unter den r— 1 Lösungen 9, „1, Pa-u-»:::» Pn-utı eine, die nicht durch 
2, teilbar ist, so trifft die Behauptung zu. Sind dagegen jene r—1 
Lösungen sämtlich durch 9,_, teilbar, so ist 9,_, keinesfalls in 9,_,_, ent- 
halten, wie die Beziehung aus (II) 


p“ Par = a. (an Part + Ana Pa-urt2 Te 

rt Am rrı Pa-uıTt Pa-ut WERDE MR. „22 

+ it Br) 
zeigt. Hier sind nämlich alle Summanden der Klammer mit Ausnahme 
von ?„_„ durch p-p,_. teilbar; denn nach den soeben gemachten An- 
nahmen sind zunächst 2, Pu_1,---; Pu-u+ı durch 9-9, ferner 9,_,.-ı, 
Da_uman Pau: wenigstens durch p,_, teilbar, und schließlich ist ja 
in den Koeffizienten a,_,,@,_»..-.,4u_,, sämtlich der Primteiler p ent- 
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halten (8. 138). Daher ist 9° -p,_,_, v2. also 9,_,_, nicht durch 9,_, 
teilbar, wie bewiesen werden sollte. 

Nach dieser Vorbereitüng ist es leicht, den Beweis des Fundamental- 
satzes zu Ende zu führen. Zu diesem Zweck ist nur mehr der Nachweis 
erforderlich, daß bei geeigneter Verfügung über die vorläufig noch teil- 
weise unbestimmten Größen und C sich in ® stets Elemente p,_,, Pa_» --- 
finden lassen, die sämtliche Beziehungen (II) befriedigen. Was die An- 
zahl dieser Beziehungen und damit der gesuchten Lösungen betrifft, so 
bestimmt sie sich durch die Forderung, daß die aus der letzten Gleichung 
(II) zu ermittelnde Lösung p,_„, ein reguläres Element von ® darstellen 
soll. Denn da alle Ausdrücke p“.p, ersichtlich ganze homogene lineare 
Funktionen von 8 sind, so kann man, sobald für eine natürliche Zahl n, — 
bei Wahl eines vorläufigen Wertes ß, für # — sich für p,_, der reguläre 
Wert y ergibt, durch die Festsetzung # = ß,y”' bewirken, daß im be- 
sonderen p,_„ =: wird. Damit aber ist, wie auf S. 140 unten hervorgehoben, 
die gestellte Aufgabe völlig gelöst, da dann n= n, gesetzt werden kann 
und sämtliche Gleichungen (I) identisch befriedigt werden. 

Um schließlich den zu Beginn des letzten Absatzes erwähnten 
Nachweis durchzuführen, bedenke man, daß offenbar alle Ausdrücke 9% . >, 
— soweit sie existieren — auch ganze homogene lineare Funktionen von 
p®+0 sind, wo C eine noch unbestimmte ganze Zahl in den Grenzen 
0<CO=<4 sein sollte. Die natürliche Zahl n, werde nun eindeutig iest- 
gelegt durch die folgende Forderung: p“ - p,_,, soll der erste unter den in 
(II) auftretenden. Ausdrücken sein, der (bei unbestimmtem C') nicht durch p+°*+' 
teilbar ist. Ein solcher Ausdruck ist nach der auf S. 141/2 ausgesprochenen Be- 
hauptung stets vorhanden. Da beidieser Festsetzung über n, die rechten Seiten 
aller Beziehungen (II) mit Ausnahme der letzten sämtlich durch pA+°*+! 
teilbar sind, so lassen sich die Lösungen 9,. 9,_1:-:-: Pu_.,+ı Ohne weiteres, 
wenn auch im allgemeinen nicht eindeutig, als Funktionen von £ und C 
derart bestimmen, daß sie — bei Beibehaltung des unbestimmten Cha- 
rakters von 8 und © — die Beziehungen (II) identisch befriedigen und 
überdies sämtlich durch p°*' teilbar sind. Es möge je ein beliebiger der- 
artiger Wert für 2, Pu_1++-> Pant fest gewählt werden. 

Was die letzte der Beziehungen (II) betrifft, so ist nach der so- 
eben über n, getroffenen Verfügung p“ - p,_„, höchstens durch die (4 + C')-te 
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Potenz von p teilbar. Ist nun erstens p“ - p„_,, v p**°, so werde die bis- 
her unbestimmte ganze Zahl CO gleich Null gesetzt. Ist dagegen p* - p,., 
rum4+e, wo A< A, so ist die ganze Zahl A doch sicher positiv. Denn 
die in der rechten Seite der letzten Gleichung (II) vorkommende Klammer 
setzt sich aus Summanden zusammen, deren jeder eine der Lösungen 
Da» Pair: > Prontı enthält; da letztere nach dem Schluß des vorigen Ab- 
satzes sämtlich mindestens durch die (Ü + 1)-te Potenz von 7 teilbar 
sind, so gilt das nämliche umsomehr von p“ -p,_,. In diesem Fall werde 


C=A—A gesetzt, womit C auf den Bereich 0<0 <A beschränkt 
bleibt. In beiden Fällen ist nach der über C getroffenen Verfügung 
pP, v p“, also p,_„, als reguläres Element von X bestimmbar. Durch 
passende Wahl von £ kann also, wie auf $. 143 erwähnt, bewirkt werden, 
daß speziell 7, „=: wird; setzt man dann n=n,, so werden durch die 
gefundenen Werte p,, P„_1, -- , ?ı die sämtlichen Gleichungen (I) identisch be- 
friedigt. Der Beweis des Fundamentalsatzes ist somit zum Abschluß gebracht. 


1I. Kapitel. Einfache Erweiterung eines zerlegbaren Ringes. 
S1. Grundbegriffe der Theorie der Erweiterungen. 

X sei ein beliebiger zerlegbarer Ring, also ein Elementensystem 
mit Gleichheitsrelation und zwei unbeschränkt und eindeutig ausführbaren 
Operationen, das alle Bedingungen 1 — 6 sowie I und II des $1 von Kap. I 
befriedigt. Ferner sei X ein Elementensystem mit Gleichheitsrelation und 
zwei unbeschränkt und eindeutig ausführbaren Operationen, das alle Ele- 
mente von X entbält und in dem die operative Verknüpfung der Ele- 
mente von ® die nämliche ist wie in X selbst; sind dann auch in X 
wenigstens die Bedingungen 1 bis6 — wenn auch nicht I und II — jenes 
Paragraphen allgemein erfüllt, so heiße X eine Erweiterung des Ringes 
X, und zwar im besonderen eine eigentliche Erweiterung, falls X 
mindestens ein in X nicht vorhandenes und den Elementen von R% un- 
gleiches Element enthält. Werden in X auch die Endlichkeitsbedingung 
I und die Zerlegbarkeitsbedingung II befriedigt, so daß X einen zerlegbaren 
Ring darstellt, so werde X auch als ein Erweiterungsring von X bezeichnet. 

Genügt das Element « der Erweiterung X von ® einer Identität 
in X von der Form 
Aa" Hana! ta, rata,=d. 


Adolf Fraenkel, Über einfache Erweiterungen zerlegbarer Ringe. 145 


wo die a, gewisse, nicht sämtlich durch einen und denselben Primteiler 
von R teilbare Elemente von X bedeuten, so heiße & ein (in bezug auf 
R) algebraisches Element von X; gibt es keine derartige Identität 
in X, so werde« als ein (in bezug aufX) transzendentes Element 
von X bezeichnet. Eine Erweiterung von X, deren Elemente sämtlich 
algebraisch in bezug auf X sind, heiße eine algebraische Erweiterung 
von X, dagegen jede Erweiterung, die auch nur ein in bezug auf X tran- 
szendentes Element enthält, eine transzendente Erweiterung von X. 
Sind X, und X, Erweiterungen des Ringes X, so sollen wie üblich *) 
NR, und $, äquivalente Erweiterungen von X genannt werden, falls 
die Elemente von X, und X, einander isomorph in bezug auf Addition 
und Multiplikation derart zugeordnet werden können, daß jedes Element 
von X sich selbst entspricht. Sollen die Erweiterungen eines Ringes be- 
stimmt werden, die gegebenen Bedingungen genügen, so werde eine solche 
Aufgabe als im wesentlichen nur auf eine einzige Weise lösbar 
bezeichnet, falls alle Erweiterungen der gewünschten Art äquivalent sind. 
Sind R, R, NR, verschiedene Erweiterungen des Ringes X, so 
werde X, als zwischen X, und fi, liegend bezeichnet, wenn alle Ele- 
mente von X, in ®,, alle Elemente von X, in X, vorkommen und je- 
weils die operative Verknüpfung der nämlichen Elemente in der zweit- 
genannten Erweiterung die gleiche ist wie in der erstgenannten. 


Ist X eine Erweiterung von X und & ein System von Elementen 
aus X von der Art, daß keine Erweiterung von X zwischen X und X 
alle Elemente des Systems & enthält, so heiße X eine aus X durch Ad- 
junktion des Systems & hervorgehende Erweiterung; sie werde 
auch durch R(&) bezeichnet. Enthält im besonderen die Erweiterung 
X ein Element & von der Art, daß X aus X durch Adjunktion des ein- 
zigen Elementes & hervorgeht, so heiße R=%X(«e) eine einfache**) Er- 
weiterung von ®. Im folgenden wird es sich fast ausschließlich um 


einfache Erweiterungen handeln. 





*) Vgl. hierfür und für die weiteren Definitionen dieses Paragraphen die 
Darstellung bei Herrn Steinitz (a. a. O., S. 176 und 182). 

**, Die hierdurch definierte Aussage, daß eine Erweiterung einfach ist (einfach 
in bezug auf die Gewinnung aus dem ursprünglichen Ring), ist scharf auseinander- 
zuhalten von der Aussage, daß ein Ring einfach ist (Def. 7 des $ 1 von Kap. I auf S. 127). 
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& 2. Einfache transzendente Erweiterung eines beliebigen zerlegbaren Ringes”). 


R bedeute wie im vorigen Paragraphen einen beliebigen zerlegbaren 
Ring mit n wesentlich verschiedenen Primteilern; R,, R,,..., R, seien die 
n einfachen Ringe, in die sich der Ring R® gemäß Satz 6 des $ 1 von 
Kap. I (S. 127) zerlegen läßt. Zu jedem dieser einfachen Ringe werde ge- 
mäß $2 von Kap. I der Funktionenring ®;(x) hergestellt. Man bilde 
endlich alle Elemente der Form | 

a(z)=a,(2)+a,(2)+ + a,(e), 

wo die „Komponente“ a,(z) alle Elemente des einfachen Ringes %,(z) 
durchläuft. Werden zwei Summen dieser Art dann und nur dann als 
gleich erklärt, wenn ihre Komponenten in den n Ringen R,(x) paarweise 
gleich sind, und werden Addition und Multiplikation in üblicher Weise 
unter Berücksichtigung der in R® geltenden Beziehungen definiert, so stellt, 
wie leicht ersichtlich, die Gesamtheit aller Elemente a(x) einen zer- 
legbaren Ring X(x) mit n wesentlich verschiedenen Primteilern dar; 
diese Gesamtheit fällt offenbar zusammen mit dem System aller Ausdrücke 


der Form Ft wo f(x) und g(z) ganze rationale Funktionen von z mit 
beliebigen Koeffizienten aus R bedeuten mit der einzigen Einschränkung, 
daß nicht sämtliche Koeffizienten von g(z) durch einen und den nämlichen 
Primteiler von X teilbar sein dürfen. Schließlich überzeugt man sich leicht, 
daß R(x) aus X durch Adjunktion des transzendenten Elementes z hervor- 
geht und die einzige Erweiterung von X mit dieser Eigenschaft ist. Es gilt also: 

Satz 1: Jeder zerlegbare Ring R kann auf eine und auch nur auf 
eine Weise durch Adyjunktion eines transzendenten Elements x erweitert werden. 
Die enistehende einfache transzendente Erweiternng R(x) stellt selbst wieder 
einen zerlegbaren Ring dar, dessen Primteiler die Primteier von R und die 
ihnen in R(x) äquivalenten Elemente sind. 

Die Definitionen der ganzen und gebrochenen Funktionen, der 
Zahlfunktionen und des Grades einer ganzen Funktion lassen sich offen- 
bar von dem in Kap. I, $2 betrachteten Funktionenring auf den hier 
eingeführten völlig übertragen. Als primitive Funktion von X(z) 
wird jede Funktion zu betrachten sein, deren Zählerkoeffizienten nicht 


sämtlich durch denselben Primteiler von RX teilbar sind; dann ist auch 


*) Die Kenntnis dieses Paragraphen ist für die beiden folgenden nicht nötig. 
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in R(z) jede primitive Funktion regulär und umgekehrt. Als Verallge- 
meinerung der Zahlfunktionen wird man auch hier die ganzen primitiven 
Funktionen der Ordnung Null zu betrachten haben, d. h. diejenigen 
ganzen primitiven Funktionen, in denen sämtliche Koeffizienten mit 
Ausnahme des konstanten Gliedes durch jeden Primteiler von R(z) teil- 
bar sind. | 

In Einschränkung der entsprechenden für Körper bestehenden Tat- 
sachen gilt der folgende 


Satz 2: Alleganzen primitiven Funktionen der einfachen tran- 
szendenten Erweiterung R(x) von R sind in bezug auf R transzendent, aus- 
genommen die Funktionen der Ordnung Null. 

Der Beweis dieses Satzes, der mittels der Zerlegung von X(z) in 
n einfache Ringe gemäß Satz 6 von $. 127 geführt wird, ist einfach. 

Von den im Satze 2 enthaltenen Beschränkungen sei einmal her- 
vorgehoben, daß die Eigenschaft der Transzendenz sich nicht auch für 
die nichtprimitiven Funktionen, d.h. für die Nullteiler von X(z), aus- 
sagen läßt; z. B. ist in einem einfachen Ring XR(z) schon eine gewisse 
Potenz einer jeden nichtprimitiven Funktion gleich Null. Ferner ist die 
merkwürdige Bemerkung zu machen, daß der Transzendenzbeweis sich auch 
nicht auf die gebrochenen primitiven Funktionen von R(xz) ausdehnen läßt. 
Dies liegt daran, daß es im allgemeinen nicht möglich ist, eine gegebene 
gebrochene Funktion von X(z) so darzustellen, daß Zähler und Nenner 
zueinander relativ prim sind (vgl. 8. 136 Fußnote). Es sei beispiels- 
weise X ein sonst völlig beliebiger einfacher Ring, für dessen Primteiler p 
die Beziehung p* = O gilt, und R(z) die zugehörige, durch Adjunktion eines 
transzendenten Elementes x entstehende Erweiterung; dann genügt die 
primitive Funktion e(z) = 33 aus R(z) der folgenden Identität in 
Rz): 

a —2a+te= 0. 

Zum Abschluß dieser Bemerkungen über, transzendente Er- 
weiterungen sei noch folgendes erwähnt: Da die einfache transzendente 
Erweiterung eines zerlegbaren Ringes wieder einen zerlegbaren Ring ergibt, 
so hat es keine Schwierigkeit, letzteren abermals durch Adjunktion eines 


in bezug auf ihn transzendenten Elementes zu erweitern usw. Man ge- 
19" 
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langt auf diese Weise ebenso wie bei Körpern zu denjenigen Erweiterungen 
eines zerlegbaren Ringes X, die durch Adjunktion endlich vieler Elemente 
entstehen, von denen jedes transzendent ist in bezug auf die durch Ad- 
junktion aller vorangehenden Elemente entstandene Erweiterung. Diese 
Erweiterungen stellen selbst wiederum zerlegbare Ringe dar und besitzen 
analoge Eigenschaften wie die entsprechenden Erweiterungen von Körpern. 


$3. Über die Kongruenz von Funktionen mit Koeffizienten aus einem ein- 
fachen Ring. 


Zur Durchführung der einfachen algebraischen Erweiterung eines 
zerlegbaren Ringes ist es unerläßlich, den Kongruenzbegriff für Funktionen 
mit Koeffizienten aus einem zerlegbaren Ring einzuführen. Hierzu bedarf 
es vor allem der Einführung, eines engeren Teilbarkeitsbegriffs. Es genügt 
dabei, die Betrachtung wie im vorigen Kapitel auf einfache Ringe zu be- 
schränken, also wieder den in $ 2 des vorigen Kapitels eingeführten Funk- 
tionenring R(z) ins Auge zu fassen, dessen Primteiler p bis zum Expo- 
nenten M steigt, so daß p"=O ist. 

Gemäß dem bisher verwendeten Teilbarkeitsbegriff (Def.2 auf 8. 124/5) 
ist eine Funktion f(x) mit Koeffizienten aus dem einfachen Ring X dann 
und nur dann durch eine andere ebensolche g(z) teilbar, wenn in X(z) 
eine Funktion A(x) vorhanden ist, die mit g(z) multipliziert f(x) ergibt. 
Hiernach ist eine Funktion vom Zahlenteiler 7” (8. 129) durch alle 
und nur die Funktionen von den Zahlenteilern p* teilbar, ww 0O<u<m. 

Gegenüber dieser allgemeinen Teilbarkeit algebraischer Natur werde 
eine engere Teilbarkeit von arithmetischer Art folgendermaßen erklärt: 

Definition 1: Eine ganze Funktion f(x) in X heiße durch eine 
andere ganze Funktion g(z) arithmetisch teilbar, wenn es eine ganze 
Funktion h(z) in X gibt, für die g(2)-h(z)=f(x) ist. Eine ganze primi- 
tive Funktion in X ($. 129) heiße irreduzibel in X(x) oder schlechthin irre- 
duzibel, wenn sie nur durch Funktionen ihrer eigenen Ordnung und der 
Ordnung Null arithmetisch teilbar ist; im anderen Fall heiße sie redu- 
zibel in R(z) oder einfach reduzibel. 

Nach dieser Definition könnte es naheliegend erscheinen, zu ver- 
suchen, den Begriff des größten gemeinsamen Teilers zweier ganzer Funk- 
tionen in der üblichen Weise einzuführen. Indes wäre im vorliegenden 
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Fall ein solcher größter gemeinsamer Teiler im allgemeinen gar nicht ein- 
deutig bestimmt, da z. B. schon im Gleichungssystem (3) des $3 von 
Kap. I (S. 137) die Funktion h,(x) nicht mehr eindeutig, sondern höchstens 
bis auf additiv hinzuzufügende Vielfache von p”-" festgelegt ist; bei einer 
(konsequent nicht mehr möglichen) Weiterführung dieses Gleichungssystems 
würde sich die Unbestimmtheit entsprechend vermehren. In R(x) ist somit 
das Euklidische Teilverfahren nicht immer durchführbar und daher die Zer- 
legung einer ganzen primitiven Funktion in irreduzible Faktoren im allgemeinen 
nicht eindeutig. Es steige beispielsweise der Primteiler p des sonst belie- 
bigen einfachen Ringes X bis zum Exponenten 2, sodaß p®= 0; dann ist 
+29 -2=2-(c+2p)=(c+p)-(c+p), 
während von den drei Funktionen z +27, £+», x im allgemeinen keine 
durch eine andere arithmetisch teilbar ist. 

Wohl zu unterscheiden von dieser Zerlegung der ganzen Funktionen 
von R(x) in irreduzible ganze Faktoren ist natürlich die Zerlegung der 
Funktionen von X(x) in Primteiler von X(z), die offenbar bis auf äqui- 
valente Funktionen eindeutig ist. 

Im folgenden wird öfter der nachstehende unmittelbar einleuchtende 
Hilfssatz benutzt: 

 Hilfssatz: Ist f(2) = »*-fılz) #0, wo f‚(z) eine ganze primvi- 

tive Funktion der Ordnung m darstellt, und ist f{xz) durch eine ganze primi- 

tive Funktion a(x) arithmetisch teilbar, so ist die Ordnung von g (x) höchstens 
gleich m. 

Ist also insbesondere eine von Null verschiedene Zahlfunktion 


durch eine ganze primitive Funktion f(x) arithmetisch teilbar, so ist 
f(z) von der Ordnung Null. 


Definition 2: Zwei ganze Funktionen in X heißen kongruent 
für eine ganze Funktion f(z) inX als Modul, wenn ihre Differenz 
durch f(x) arithmetisch teilbar ist. 

Es sei jetzt f(z) eine eın für allemal festgewählte ganze primitive 
Funktion in %, die in Rücksicht auf die Anwendungen im nächsten Para- 
graphen sogleich als irreduzibel in R(z) angenommen werden soll und 
deren Ordnung m zur Vermeidung von Trivialitäten als positiv voraus- 
gesetzt werde. Dann wird durch die Gesamtheit aller ganzen Funktionen 
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in X mit den Gradzahlen #«, wo 0 < u <- m, einschließlich der Zahlfunktion 
O ein vollständiges Restsystem von X(z) modulo f(x) gebildet, d.h. ein 
System & von Funktionen von der Art, daß jede beliebige ganze Funk- 
tion von R(z) modulo f(z) einer und nur einer Funktion von & kongruent ist. 
In der Tat ergibt sich für eine beliebige ganze Funktion g(z) in X, die 
nicht schon selbst zu & gehört, bei Division durch /(z) nach dem Ko- 
rollar zum Fundamentalsatz (S. 136) in eindeutiger Weise 
9(2) = fx) - f(x) + 9 (x), also g(©) = (2) (mod. f(x), 

wo der Grad von g,(2) niedriger ist als die Ordnung m von f(z). Sind 
ferner g,(x) und g,(x) zwei verschiedene Funktionen von niedrigeren Grad- 
zahlen als m, so ist die Kongruenz 9,(2) = 9,(x) (mod. f(z)) ausgeschlossen, 
da auch die Differenz g,(x) —9,(z) von niedrigerem Grad als m ist und 
daher, falls sie nicht identisch verschwindet, nach dem Hilfssatz (S. 149) 
nicht durch f(z) arithmetisch teilbar sein kann. 

Betrachtet man jetzt modulo f(x) die ganzen Funktionen in X 
oder, was nach dem Gesagten auf dasselbe hinauskommt, die Funktionen 
des vollständigen Restsystems & in der Weise, daß man je zwei modulo 
fix) kongruente Funktionen und auch nur solche als gleich ansieht und 
im übrigen die in X(x) definierten Operationen der Addition und Multiplikation 
beibehält, so erhält man ein neues System von Elementen mit einer Gleichheits- 
relation und zwei unbeschränkt und eindeutig ausführbaren Operationen, 
für die ohne Verwechslungsgefahr die alten Bezeichnungen beibehalten 
werden können und sollen. Dieses neue System werde mit X,(x) bezeichnet. 
Offenbar werden in %,(z) die Bedingungen 1—5 des $1 von Kap. I 
(S. 123) allgemein befriedigt. 

Es soll jetzt gezeigt werden, daß R,(x) auch die Bedingung 6 jenes 
Paragraphen erfüllt, die Bedingung der unbeschränkten Ausführbarkeit der 
Division durch (in %,(z)) reguläre Elemente. 

Vor allem enthält %,(z) sicher überhaupt reguläre Elemente, z. B. 
die regulären Zahlfunktionen. Es sei daher e(z) eine beliebige ganze 
Funktion, die in X,(x) den Charakter eines regulären Elements besitzt, 
d.h. zu der es in R,(z) keine Funktion g,(z) gibt, für die in R(x) die 
Kongruenz 

e(z) 9,2) = O0 (mod. f(z)) ohne die andere: g,(2) = O (mod. f(x)) 
bestäinde. Es kommt dann nur darauf an, hieraus zu folgern, daß die 
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Funktionen f(x) und o(z) in R(z) relativ prim sind. In der Tat: ist 
dies der Fall, so besteht nach $. 137 (Gleichung (2)) in R(x) eine Be- 
ziehung der Form 

f(2)- P(2)+ o(2)- F(x)= s oder o(x) - F(x) = e (mod. f(z)). 

Die Division durch das beliebig gegebene reguläre Element o (x) von X, (x) 
ist also in der Tat möglich, d. h. Bedingung 6 ist in X,(z) erfüllt. 

Um nun zu zeigen, daß in dem einfachen Ring X(z) die (ganzen 
primitiven) Funktionen f(x) und o(x) zueinander relativ prim sind, wende 
man auf die beiden Funktionen in dieser Reihenfolge das Euklidische 
Teilverfahren an. Dieses läßt sich in der Form 

1) Fr) =ola)-ol@)+ g1(®) 
2) el) =al®) E12) + 02(2) 


+1) 91(2) = 9(2) -0,(2)+ Q41(2) 
(+2) (2) = 0412) Q:41(2) + 942 (2) 


(k) 9-2(2) = 9-18) * Q4-1(®) + (2) 
(k+1) 9-1(2) = (8) - 922) + Q441(2) 

so lange in eindeutiger Weise durchführen, bis einmal eine durch p teil- 
bare Restfunktion o,,,(z) auftritt. Ist diese Funktion o,,,(2) = ©, gilt 
also 9,_,(2) = E,(2) - 0,(z),. wo o,(x) gleich allen vorangehenden Rest- 
funktionen primitiv ist, so sind /(z) und e(z) relativ prim; denn da die 
irreduzible Funktion f(x) durch e,(z) arithmetisch teilbar ist*), so besitzt 
0,(2) die Ordnung Null, was nach der Definition von S. 136 das Kenn- 
zeichen jener Eigenschaft ist. Der gewünschte Nachweis wird also erbracht 
sein, wenn es gelingt zu zeigen, daß alle Restfunktionen o, (2), e: (2),... 
bis zur ersten verschwindenden o,,,(2) sämtlich primitiv sind. 

Dies ist mittels vollständiger Induktion unschwer einzusehen. Es 
werde nämlich die Beziehung (:i + 1) betrachtet und folgendes vorausgesetzt: 
erstens sollen o,_,(z) und o;(z) primitive Funktionen von R(z) darstellen; 


*) Es ist übrigens nicht- nötig, von der Irreduzibilität von /(2) Gebrauch zu 
machen. Denn auch bei reduziblem f(x) kann die Ordnung der Funktion o,(z), durch 
die f(x) und o(2) in X(x) teilbar sind, nicht positiv sein, da sonst o (r) ein Nullteiler 
von R,(x) wäre. 
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zweitens soll der Grad der von Null verschiedenen Funktion o,,, (2) kleiner 
sein als die Ordnung von g,(z); drittens mögen die Funktionen g,,,(z) und 
e;(z) zueinander in der Beziehung stehen, daß aus jeder Kongruenz der Form 
9:(2) -0,0(2)=0 (mod. 9, ,(%)) 
die weitere Kongruenz folgt: Ä 
0, @)=0 (mod. g,; ,(2)). 

Für «= 0 sind diese Voraussetzungen erfüllt, wenn (vgl. Beziehung (1) der 
vorigen Seite) f(x) unter o_,(z), e(z) unter g,(2) verstanden wird; der 
primitive Charakter von e(2) wie auch die dritte der angeführten Eigen- 
schaften (vgl. S. 150 unten) beruhen darauf, daß o(z) ein reguläres Ele- 
ment von X,(z) sein sollte. Aus diesen drei Voraussetzungen in bezug auf 
die Beziehung (? + 1) soll jetzt gefolgert werden, daß die entsprechenden 
Tatsachen auch für die Beziehung (* +2) gelten, d.h. daß die Funk- 
tion @;;,,(%), falls sie nicht etwa verschwindet, gleichfalls primitiv ist 
und zu g,(z) in solcher Beziehung steht, daß aus jeder Kongruenz der Form 


(I) P+r1(2) 941,0) = 0 (mod. E(2)) 
die weitere folgt: 
(II) %r10(2) = 0 (mod. o,(2)). 


(Die zweite der oben ausgesprochenen Bedingungen ist infolge der Natur 
des Euklidischen Verfahrens von selbst erfüllt.) 

Angenommen, 0,,(2) wäre +0, aber nicht primitiv. Da dann 
wegen (%-+ 1) jedenfalls o,(z) von positiver Ordnung wäre, so müßte g;(z) 
niedrigere Ordnung besitzen als o,_,(z) und überdies ebenso wie 0, ‚(*) 
primitiv sein. Ferner folgte aus (“+ 1) durch Multiplikation mit 9": 

pP" .9(2)-a() = 0 (mod. 9, ,()). 

Hier könnte nun die von Null verschiedene ganze Funktion p”!.9,(z) 
gemäß dem Hilfssatz von $. 149 nicht durch o,_,(x) teilbar sein; daher 
würde die angeschriebene Kongruenz gegen die dritte der gemachten Vor- 
aussetzungen verstoßen. Der Widerspruch zeigt, daß die Funktion e;,, (2) 
primitiv sein muß, falls sie nicht verschwindet. 

Es bestehe ferner in X (x) eine Kongruenz der Form (I); da wegen 
(+ 1) die Funktionen 0, ,(x) und 0,,,(2) einander modulo e,(z) kongruent 
sind, so läßt sich für (I) auch schreiben: 

9-1 (2) * @rı0(2) = © (mod. g,(2)) 


oder 
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9-1 (2)  @+10(2) + 0:(2) - @0 (2) = O. 
Nach der dritten der gemachten Voraussetzungen folgt aber hieraus: 

0; (2) = 9-1(2) - @40(2%), d. h. es ist 

9-1 (2) (O+10 (2) + 0(8) - 0; (2)) = O. 
Demnach verschwindet die Klammergröße, was nur einen anderen Aus- 
druck für die zu beweisende Kongruenz (II) darstellt. 

Die drei in Frage stehenden Eigenschaften sind demnach, ebenso 
wie für die Beziehung (1), auch für alle folgenden Beziehungen so lange 
erfüllt, bis eine identisch . verschwindende Restfunktion e,,,(2) auftritt. 
Insbesondere sind daher alle Funktionen e,(z), 08(%),...,_@,(2) primitiv. 
Der gewünschte Beweis der Tatsache, daß f(x) und e(x) zu einander 
relativ prim sind, ist also zu Ende geführt und damit gezeigt, daß in 
R,(x) die Division durch reguläre Elemente unbeschränkt ausführbar ist. 

Der Bereich %,(x) genügt demnach allen Bedingungen 1—6 des 
$ 1; dagegen braucht die Zerlegbarkeitsbedingung II (und auch die Grad- 
bedingung I) jenes Paragraphen (S. 125) in R,(z) nicht erfüllt zu sein. 
Dies möge hier durch ein Beispiel*) beleuchtet werden: 

Der einfache Ring X sei der Ring R, der Kongruenzklassen mod. 8; 
der zugehörige Funktionenring R,(x) sei gebildet und es werde f(x) =a?”+ 3 
gewählt. Dann erfüllt der Bereich R,,,.(2), der offenbar aus den 64 


untereinander verschiedenen Elementen 


z’+3 


ed 


d*%- Ge 
besteht, zwar die Bedingungen 1—6 (und I) des $ 1 von Kap. I, aber nicht 
die Zerlegbarkeitsbedingung; denn es ist z. B. in AR,(z) 

(£+1)-(7z+1)=2:.2 (mod. x” +3), 
obgleich +1 ın R,. +3(%) auf keine Weise in ein Paar von Faktoren 
zerlegt werden kann, welche beide in jenem Ring Teiler von 2 wären. 
Bei dieser Gelegenheit sei darauf hingewiesen, daß die in X(z) 
irreduzible Funktion f(x) natürlich keineswegs den Charakter der Irredu- 
zibilität in R,(x) beizubehalten braucht; z. B. ist in dem soeben als Bei- 
spiel verwendeten System R,(z) (R= R,, f(x) = x” + 3) 


*) Dieses Beispiel erweist gleichzeitig — einfacher als das zu diesem Zweck 
in RI, S. 151 benutzte Quaternionensystem — überhaupt die Existenz von Ringen, 
die nicht zerlegbar sind. Vgl. andererseits z. B. W. Schmeidler, Über homogene kommu- 
tative Gruppen hyperkomplexer Größen nsw. (Diss. Gött. 1917), z. B. S. 22, Fußn. 5). 
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+3=2.(+1)- (—)=0, 
obgleich +3 in R,(x) irreduzibel ist. 

Endlich sei hervorgehoben, daß gemäß der Konstruktion von R,(z) 
dieser Bereich ersichtlich dann und nur dann lediglich die Elemente von 
X und zu ihnen gleiche enthält, wenn f(x) die Ordnung 1 besitzt. 

Das Hauptergebnis dieses Paragraphen läßt sich schließlich in fol- 
genden Satz zusammenfassen, aus dem auch der Wert des Begriffs relativ 
primer Funktionen (8. 136) deutlich erhellt: 

Es sei f(x) eine wrreduzible, sonst aber beliebige ganze primitive 
Funktion positiver Ordnung in R und es bezeichne R,(z) das System der ganzen 
Funktionen in R, in dem zwei Funktionen dann und nur dann als gleich 
angesehen werden, wenn sie in R(x) modulo f(x) kongruent sind, während 
im übrigen die Operationen der Addition und Multiplikation wie in R(z) 
auszuführen sind; dann bildet R,(x) einen nichtzerlegbaren Ring, d. h. es sind 
in R,(x) zwar die Bedingungen 1—6, nicht aber notwendig die Bedingungen 
I und II des $ 1 von Kap.I erfüllt. Alle ganzen primitiven Funktionen 
nm R, die in R(z) zu f(x) relativ prim sind, sind reguläre Elemente von 
R,(z) und umgekehrt. 


$ 4. Einfache algebraische Erweiterung eines einfachen Ringes. 


‚R (x) sei wie im vorigen Paragraphen der (einfache) Ring der rationalen 
Funktionen von z mit Koeffizienten aus dem einfachen Ring %; f(x) be- 
deute eine ganze primitive Funktion positiver Ordnung in %, a ein be- 
liebiges Element von %. Ist a eine Nullstelle von f(x), so ist in X(z) 
sicher f(x) durch die Funktion 2— a arithmetisch teilbar. Denn dividiert 
man in R(z) f(x) durch 2 —a, so erhält man 

fa) = («—a) - f(®) +, | 
wo f,(x) eine ganze Funktion in X und a, ein Element aus X ist; wäre 
+0, so hätte /(a) den Wert a, gegen die Voraussetzung. 

Es sei jetzt f(x) eine ganze primitive srreduzible Funktion in X, 
deren Ordnung mindestens gleich 2 sei; f(x) besitzt dann in X überhaupt 
keine Nullstelle. Es soll die Aufgabe gelöst werden, eine einfache Erweiterung 
R von R zu bilden, die eine Nulistelle « der Funktion f(x) enthält. 

Für die gegebene Funktion f(z) bedeute wie im vorigen Para- 
graphen X,(z) das System der ganzen Funktionen von X(z), in dem 
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zwei Funktionen g,(z) und 9,(2) dann und nur dann als gleich betrachtet 
werden, wenn in X(z) gilt: 


gı(2) = g9(z) (mod. f(z)), 

‚und in dem Addition und Multiplikation entsprechend definiert sind. 
Ordnet man dann jedem Element a von X die Gesamtheit aller in X(z) 
modulo f(z) zu a kongruenten — und darum in X,(z) unter einander 
gleichen — ganzen Funktionen aus X(x) zu, so erhält man offenbar eine 
in bezug auf Addition und Multiplikation isomorphe Zuordnung rn, zwischen 
X und einem gewissen Teilbereich AP(xz) von R,(z). R®(x) ist daher 
selbst ein Ring, der übrigens das Element z ersichtlich nicht enthält. 
Der Ring X werde nun erweitert durch Aufnahme eines Systems & neuer 
Elemente, die den nicht zu Xf”(z) gehörigen Elementen von %,(z) um- 
kehrbar eindeutig zugeordnet sein sollen; der Inbegriff dieser neuen Zu- 
ordnung und der Zuordnung 7, sei mit nn bezeichnet, während das durch 
Aufnahme der Elemente von & in X entstehende Elementensystem X 
heißen möge. Die Operationen der Addition und der Multiplikation in R 
mögen durch die folgende Forderung erklärt werden: die Zuordnung n, 
die für die Elemente von X und Xf”(z) in bezug auf beide Operationen 
isomorph ist, soll allgemein für sämtliche Elemente von R und R,(x) iso- 
morph sein. Auf Grund dieser Festsetzung werden beide Operationen in 
R ebenso wie in R,(x) unbeschränkt und eindeutig ausführbar sein und 
die Bedingungen 1 bis 6 des $1 von Kap. I befriedigen. X stellt also 
nach der Definition von S. 144 eine Erweiterung von X dar*), und zwar 
eine eigentliche Erweiterung auf Grund der Voraussetzung, wonach die 
Ordnung m von f(x) mindestens gleich 2 sein sollte; für m =1 wären 
gemäß der Bemerkrıng von S. 154 oben X und X miteinander identisch. 

Es sei jetzt « dasjenige Element von (& und von) X, das vermöge 
der Zuordnung n dem Element z aus X,(x) entspricht; ferner sei, falls 
9(x) eine beliebige ganze Funktion aus X(x) und also auch aus X,(z) dar- 
stellt, das vermöge n der Funktion g(z) entsprechende Element von X 
mit g(«) bezeichnet. Dann ist wegen des Isomorphismus der Beziehung 
n offenbar g(e) gleichzeitig dasjenige Element von X, das man erhält, 
wenn man in g(z) die Unbestimmte x durch das Element « aus X er- 


*) Vgl. die Darstellung bei Herrn Steinitz, a. a. O., S. 197. 
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setzt. In R ist demnach: f(«a)=0. Die gestellte Aufgabe ist also mit 
der Konstruktion der Erweiterung RK von X gelöst. 

Da f(x) primitiv sein sollte, so ist « nach der Definition von 8. 144/5 
ein in bezug auf X algebraisches Element von &. Um ferner zu zeigen, 
daß X aus X durch Adjunktion dieses algebraischen Elements « entsteht, 
ist nur nachzuweisen, daß zwischen X und X keine Erweiterung von X 
liegt, die das Element « enthält (S. 145). In der Tat führt schon die 
Forderung der unbeschränkten Ausführbarkeit von Addition und Multi- 
plikation zu sämtlichen Elementen von X, sobald man X durch Aufnahme 
von « erweitert hat; denn besitzt f(x) in X(z) die Ordnung m, so läßt 
sich offenbar jedes Element $ von X in der folgenden Form darstellen: 

BP=o+a.:d+ ++ a, a, 
wo die a, Elemente aus X sind. Ist endlich X eine andere durch Ad- 
junktion einer Nullstelle « von f(x) entstehende Erweiterung von R, so 
existiert zwischen X und X eine isomorphe Beziehung, bei der jedes Ele- 
ment von X sich selbst und das Element & von X dem Element & von 
X zugeordnet wird. Daher sind die Erweiterungen X und X von X 
äquivalent (S. 145). Es gilt also: 

Satz1: Ist X ein einfacher Ring und f(x) eine irreduzible ganze 
primitive Funktion*) positiver Ordnung in R, so gibt es eine — und ab- 
gesehen von äquivalenten Erweiterungen auch nur eine einzige — durch Ad- 
junktion einer Nulistelle von f(x) hervorgehende einfache Erweiterung R=NR («) 
von X. Dann und nur dann ist R eime eigentliche Erweiterung von NR, 
wenn die Ordnung von f(x) mindestens gleich 2 ist. 

Die so entstehende Erweiterung X(«) von R wird (vgl. S. 153) im all- 
gemeinen nicht nur nicht einen einfachen Ring, sondern überhaupt keinen zer- 
legbaren Ring darstellen (vgl. dagegen den Satz 1 des $ 2 auf $. 146). R(«) 
ist nur ein System mit Gleichheitsrelation und zwei Operationen der Addition 
und Multiplikation, in dem die Bedingungen 1—6 des $1 von Kap. I allgemein 
erfüllt sind, also ein ‚‚nichtzerlegbarer Ring“. Die Sätze 3—6 des $1 von Kap.I 


*) Ist f(x) reduzibel oder nicht primitiv, so gelangt man natürlich zu einer 
— wenn auch nicht eindeutig bestimmten — Erweiterung der gewünschten Art, indem 
man statt /(z) eine irreduzible ganze primitive Funktion betrachtet, durch die f(x) 
arithmetisch teilbar ist. 
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(8. 126f.), die wesentlich von der ZerlegbarkeitsbedingungII (8.125) abhängen, 
werden daher im allgemeinen in X («) nicht gültig sein. Falls X(«&) nicht etwa 
unendlich viele wesentlich verschiedene Primteiler enthält, bleibt indessen 
in R(«) wenigstens der (vgl. RI, S.149ff.) von der Zerlegbarkeitsbe- 
dingung unabhängige Satz 1 jenes Paragraphen bestehen, nach dem sich 
jeder Nullteiler von X als Produkt von lauter Primteilern darstellen läßt. 
Während aber diese Darstellung in einem zerlegbaren Ring im wesentlichen 
eindeutig ist (R I, Satz 8 des $2 auf S. 160), braucht dies in dem nicht- 
zerlegbaren Ring X(«) nicht mehr der Fall zu sein. 

Als Beispiel hierfür werde wieder (vgl. S. 153) von dem Ring X = R, 
ausgegangen, dem (einfachen) Ring der Kongruenzklassen modulo 8. In 
dem zugehörigen Ring R,(z) ist f(«)= x”-+ 3 offenbar eine irreduzible 
ganze primitive Funktion; durch Adjunktion einer Nullstelle « der Glei- 
chung 2” +3= 0, die auch durch «= V5 bezeichnet werden kann, ent- 


steht die Erweiterung R,(V5), die die 64 verschiedenen Elemente 
a:V5+@ at. 
enthält. Da diese Erweiterung nur endlich viele Elemente enthält, be- 
friedigt sie um so mehr die Gradbedingung I von $. 125. Wie man sich 
leicht überzeugt, stellen die drei Elemente 
t+V5 1+7:V5 2 
ein vollständiges System sämtlicher wesentlich verschiedenen Primteiler aus 


R,(V5) dar. Obgleich also von diesen drei Elementen keines durch ein 


anderes in R,(V5) teilbar ist, ist in diesem Bereich doch 
(1+V5)-.(1+7-V5)=2-2; 

in R,(V5) ist also z. B. das Element 4 auf zwei wesentlich verschiedene 
Arten in Primteiler zerlegbar. 

Es werde noch etwas näher auf die Struktur der nichtzerlegbaren 
Ringe eingegangen, die durch Adjunktion eines algebraischen Elements zu 
einem einfachen Ring entstehen. Es sei also wieder X ein vorgelegter 
einfacher Ring, X (x) der zugehörige Funktionenring, f(z) eine irreduzible 
ganze primitive Funktion von einer Ordnung >2 in X und X(e) die 
durch Adjunktion einer Wurzel « der Gleichung f(z)= 0 entstehende 
einfache Erweiterung von X. Dann zerfällt das System aller ganzen pri- 
mitiven Funktionen aus X(x), ausgenommen die in %(z) durch f(x) arith- 
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metisch teilbaren Funktionen, in zwei Klassen: erstens in die Klasse der 
zu f(x) relativ primen Funktionen (im Sinne des $3 von Kap. I, 8. 136 f.) 
und zweitens in die Klasse aller übrigen durch f(x) nicht arithmetisch 
teilbaren ganzen primitiven Funktionen. Die Funktionen aller beiden 
Klassen sind offenbar zu f(x) „teilerfremd‘“; da nämlich f(x) irreduzibel 
ist, so gibt es keine ganze Funktion positiver Ordnung aus X(z), durch 
die f(z) und eine Funktion aus einer der beiden gekennzeichneten Klassen 
gleichzeitig arithmetisch teilbar wären. Trotzdem besteht zwischen den 
Funktionen beider Klassen ein sehr wesentlicher Unterschied in bezug auf 
ihr Verhalten zu f(x) (vgl. das Schlußtheorem des $ 3, 8. 154). 

Ist nämlich g(z) eine Funktion der ersten Klasse, also relativ prim 
zu f(x), so kann man nach $ 3 des vorigen Kapitels (S. 136/7) zwei ganze 
Funktionen F(z) und @(z) aus X(x) finden, für die 

fa)- G2) +g(e)- Fin) =e 

wird. Geht man vom zerlegbaren Ring X(x) zum nichtzerlegbaren Ring 
X(e) über, so verwandelt sich die letzte Beziehung in die folgende Glei- 
chung in X(e): | 

g(e)- Fla)=:, 
d.h. g(«) ist ein reguläres Element von X(«a). Sind dagegen (zweiter 
Fall) die Funktionen f(x) und g(x) verwandt (8. 138), so gibt es sicher 
eine in R(z) nicht durch f(x) arithmetisch teilbare ganze Funktion 9(z) 
derart, daß in R(z) das Produkt g(z).g(z) durch /(z) arithmetisch teil- 
bar ist; denn wäre dies nicht der Fall, folgte also aus der Kongruenz 
in R(z) g(z)-g(&)=0O (mod. f(x)) stets die andere g(z) = O (mod. f(x)), 
so wären ja nach dem auf 8. 150ff. geführten Beweis f(z) und g(z) relativ 
prim im Widerspruch mit der Voraussetzung. Durch abermaligen Über- 
gang von R(z) zu R(«) erkennt man also, daß man, wenn g(z) und f(x) 
in R(z) verwandt sind, zu dem Element g(«) aus X(«) ein von Null ver- 
schiedenes Element g(«) aus R(«) finden kann, für das in R(e) gilt: 

1(0) - 5(e) = 0; 
g(«) ist also ein Nullteiler von X(e). 

In einem beliebigen Körper von Funktionen einer Veränderlichen 
sind bekanntlich zwei ganze Funktionen relativ prim, wenn sie durch keine 
ganze Funktion positiven Grades des Körpers gleichzeitig teilbar sind. 
Im Gegensatz hierzu hat sich im Vorstehenden gezeigt, daß zwei ganze 
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primitive Funktionen f(x) und g(x) des Ringes X(x), die durch keine 
ganze Funktion positiver Ordnung des Ringes gleichzeitig arithmetisch teilbar 
sind, dennoch sehr wohl etwas Gemeinsames enthalten können, ähnlich 
wie in einem algebraischen Zahlkörper zwei nicht durch die nämliche al- 
gebraische Primzahl teilbare Zahlen trotzdem durch einen und den- 
selben Primdivisor teilbar sein können. Ob f(x) und g(xz) in einer 
solchen Gemeinsamkeitsbeziehung stehen, die erst beim Übergang zu einer 
durch f(x) (oder durch g(z)) definierten einfachen algebraischen Erweiterung 
von ® offenbar wird, oder aber ob /(z) und g(z) wirklich relativ prim 
sind, läßt sich durch das Euklidische Verfahren in X(x) mühelos entscheiden. 
Man erhält so den folgenden Satz, dessen zweite Hälfte genau 
entsprechend wie bei Körpern (Steinitz, a. a. O., S. 197f.) bewiesen wird: 
Satz 2: Ist R(e) eine wie in Satz 1 durch Adjunktion einer Null- 
‚stelle von f(x) entstandene Erweiterung von R und g(«) ein beliebiges nicht 
durch p teilbares Element von R(c), so ist g(a) ein requläres Element oder 
ein Nullieler von R(«), je nachdem in R(x) die zugehörige ganze primitive 
Funktion g(xz) zu f(x) relativ prim oder verwandt ist. Ebenso wie « ist 
auch jedes andere Element von R(«) algebraisch in bezug auf R; R(e) ist 
also eine einfache algebraische Erweiterung von R. 
Alle bisherigen Ausführungen dieses Paragraphen verlieren ihren 
Sinn bzw. werden trivial, sobald die ganze primitive Funktion f(x) von 
der Ordnung 0 ist; in diesem Fall sind ja alle Funktionen von X(z) 
untereinander modulo f(z) kongruent. Zu einer solchen Funktion f(x) 
gibt es in der Tat keine Erweiterung von X, die eine Nullstelle von 
f(x) enthielte..e Denn f(x) läßt sich in diesem Fall darstellen in der Form 
fa)=p-hla)+n, 
wo f»(2) eine ganze Funktion aus R(z),n eine reguläre Zahlfunktion ist; 
wie immer dann eine Erweiterung von X gewählt und aus ihr ein Wert 
für z eingesetzt werde, immer bleibt offenbar diese Summe aus einem 
durch p teilbaren und einem regulären Element von Null verschieden. 
Eine ganze primitive Funktion der Ordnung Null ist daher nicht nur ın R selbst, 
sondern auch in jeder Erweiterung von R stets ohne Nullstelle (vgl. S. 134). 
Es wurde bereits erwähnt, daß die einfache algebraische Erweiterung 
R(«) des einfachen Rings X im allgemeinen nicht wieder einen zerlegbaren 
Ring darstellt; auf R(«) lassen sich daher die in der vorliegenden Arbeit 
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benutzten Sätze und Methoden in der Regel nicht mehr anwenden. Da- 
gegen werde hier noch ein Satz über eine Klasse einfacher Ringe ange- 
fügt, deren einfache algebraische Erweiterungen von bestimmter Art zwar 
nicht einfache, wohl aber zerlegbare Ringe darstellen: 

Satz 3: Ist R ein einfacher Ring, dessen Primteier nur bis zum 
Exponenten 2 steigt, f(x) eine irreduzible ganze primitive Funktion in 
N von der Ordnung 2 und R(a) eine durch Adjunktion einer Nullstelle von 
f(x) entstehende algebraische Erweiterung von R, so stellt R(e) einen (wenn 
auch nicht notwendig “einfachen) zerlegbaren Ring dar, falls R(«) nur end- 
lich viele wesentlich verschiedene Nullteiler enthält. 

Insbesondere stellt daher eine einfache -algebraische Erweiterung 
eines Kongruenzklassenrings R, für ein Primzahlquadrat 7° als Modul stets 
dann wieder einen zerlegbaren Ring dar, wenn die definierende irreduzible 
Funktion die Ordnung 2 besitzt; denn jede solche Erweiterung enthält 
ja sogar nur endlich viele verschiedene Elemente. 

Beweis: Es sei unter den Voraussetzungen des Satzes 3 f‚(«) ein 
Primteiler*) von R(«e); dann ist zunächst das Element p von Rle) — 
das den Charakter eines Primteilers, den es in ® und %X(x) besitzt, in 
Re) nicht beizubehalten braucht — in X(e) durch f,(e) teilbar. Sind 
nämlich erstens die Koeffizienten der dem Element f,(«) entsprechenden 
ganzen Funktion f,(x) aus 'R(x) sämtlich durch p teilbar, so folgt aus 
der vorausgesetzten Primteilereigenschaft von f,(«) sofort, daß f‚(«) und 
p in R(«) äquivalent sind, womit in diesem Fall die Behauptung be- 
wiesen ist. Es sei also zweitens f(x) primitiv; der Grad von f,(x) kann 
offenbar als <’ 1 angenommen werden, da er sich anderenfalls mittels 
Division von f,(z) durch f(x) unter zwei herabdrücken läßt. Ist die Ord- 
nung von f,(z) gleich Null, so daß die regulären Zahlfunktionen durch 
die primitive Funktion /,(x) arithmetisch teilbar sind, so ist f(«) ge- 
wiß kein Nullteiler von X(«). Es können also Grad wie Ordnung von 
fı(z) als gleich 1 angenommen werden. Dividiert man nun in X(x) f(x) 
durch /,(z), so ergibt sich 


f@)=hla)h@)+e, 


*) Die Existenz der Primteiler in R(«) folgt (vgl. S. 157 oben) aus dem Um- 
stand, daß R(«) nur endlich viele wesentlich verschiedene Nullteiler enthält. 
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wo c eine Zahlfunktion ist. Hier kann c weder = O sein, weil f(x) nach 
Voraussetzung irreduzibel ist, noch auch regulär, weil dann f,(«) ein re- 
guläres Element von X(«) darstellen würde, wie der Übergang von der 
Gleichung zur Kongruenz modulo f(x) lehrt; daher ist c ein dem Prim- 
teiler » äquivalentes Element von X. Der Übergang zur Kongruenz zeigt 
also endlich, daß in der Tat in X(«) p durch den Primteiler f,(«) teilbar 
ist, wie gezeigt werden sollte. 

Enthält R(«) keinen von f,(«) wesentlich verschiedenen Primteiler, 
so wird die Zerlegbarkeitsbedingung II, deren Erfülltsein in X(«) nach- 
gewiesen werden soll, in trivialer Weise befriedigt. Es werde daher an- 
genommen, daß X(«) 'mindestens zwei wesentlich verschiedene Primteiler 
enthalte, und es seien f,(@) und /,(@) zwei beliebige wesentlich ver- 
schiedene dieser Primteiler; da dann nach dem letzten Absatz offenbar 9 
nicht mehr Primteiler von R(«) ist, kann gewiß weder f,(«) noch f,(«) 
durch 9 teilbar sein. Wendet man nun in X(xz) das Divisionsverfahren 
auf die diesen Primteilern entsprechenden ganzen primitiven Funktionen 
fı(z) und f(x) an, die wie im vorigen Absatz beide als von der Ordnung 
1 und dem Grad 1 angenommen werden können, so folgt 


fı(®) = fa(®) » Pla) + 
wo c, eine reguläre Zahlfunktion ist; denn durch Rückübergang zu X(e«) 
folgt: 

file) = fr(e) - pla) + ©, 
und wäre hier c, durch p, also nach dem im letzten Absatz bewiesenen 
Ergebnis auch durch den Primteiler /,;(«) in R(«) teilbar, so wäre ja 
gegen die Voraussetzung f,(«) auch in f,(«) enthalten. 

Es sei nun f, (&)* eine (sonst beliebige) Potenz von /,(«), die nicht 
durch f,(«)"*'! teilbar ist; dann zeige ich, daß auch f,(a)"- f,(«) nicht 
durch f,(«)"*! teilbar ist. Wäre dies nämlich der Fall, so würde ja das 
nämliche auch von dem folgenden Ausdruck gelten (p («) bedeutet das 
im letzten Absatz definierte Element von X («)): 


h(e)"** — f(a)" - fs(e) - pe) = fı(e)" - (file) — frle) - Pla)) = 6 + fi (e)"; 
dieser Ausdruck ist aber andererseits in X(«) äquivalent zu /,(«)". Mit 
diesem Widerspruch ist die Behauptung bewiesen. Aus dieser letzten Aus- 
sage aber, in der ja die Primteiler f,(«) und f,(«) beliebig gewählt waren, 
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folgt nach einem in R I*) geführten Beweis, daß in der Tat in R(«) auch 
die Zerlegbarkeitsbedingung II allgemein erfüllt ist, daß also R(«) einen 
zerlegbaren Ring darstellt, wie gezeigt werden sollte. 


S5. Einfache algebraische Erweiterung eines beliebigen zerlegbaren Ringes. 
% sei von nun an ein beliebiger zerlegbarer Ring mit n wesentlich 


verschiedenen Primteilern 9,, Pg:..,2,; P; sei der dem Primteiler p; kom- 
plementäre normierte Orthogonalteiler (S. 126/7). Die einfache transzendente 
Erweiterung X (z) von X stellt nach Satz 1 des $ 2 dieses Kapitels (S. 146) 
ebenfalls einen zerlegbaren Ring dar. Ist 

F (2) = A, 2" + A, 2" ++. + A, 2 + A, 
eine beliebige ganze, nicht identisch verschwindende Funktion aus R (x), so 
soll F(z) von der Ordnung n in bezug auf den Primteiler 7, 


heißen, falls die Funktion P.. F(x) in dem einfachen Ring aller durch P. 
teilbaren Elemente von (x) (Satz 6, S. 127) die Ordnung r besitzt. Jederganzen 
primitiven Funktion von X(x) kommt hiernach in bezug auf jeden der Prim- 
teiler 9, eine bestimmte Ordnung zu. Es ist leicht zu erkennen, daß eine 
ganze primitive Funktion aus R(x), die auch nur in bezug auf einen der 
Primteder p; die Ordnung Null besitzt, weder in ® noch in irgend einer Er- 
weiterung von R eine Nullstelle besitzen kann; zu diesem Nachweis hat man 
nur den Gedankengang von 8. 159 auf den vorliegenden Fall zu übertragen. 

Es sei daher von nun an F(x) eine ganze Funktion aus R(x), die 
nicht primitiv zu sein braucht, für die aber keiner der Primteiler p, im 
konstanten Glied A, in niedrigerer Potenz enthalten ist als in sämtlichen 
anderen Koeffizienten Ay Ay:.., A„_,; von einer solchen Funktion F (x) 
wird nach multiplikativer Absonderung eines Produkts von Primteiler- 
potenzen eine ganze primitive Funktion übrig bleiben, die in bezug auf 
jeden der Primteiler 9, positive Ordnung besitzt. Das Ziel der folgenden 
Betrachtungen ist der Nachweis, daß eine Erweiterung R von R ewistiert, 





*) Die dort (S. 153) bewiesene Behauptung läßt sich so formulieren: Ist R 
ein nicht notwendig zerlegbarer Ring mit endlich vielen wesentlich verschiedenen 
Nullteilern, und gilt für jeden Primteiler p aus R die Tatsache, daß ein Produkt a -b, 
dessen einer Faktor a genau durch die m-te Potenz von p teilbar ist, während b 
überhaupt p nicht enthält, selbst nicht durch p”+! teilbar ist, so genügt R der Zer- 
legbarkeitsbedingung. | 
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die eine Nulistelle « von F(x) enthält. Zu jedem der Primteiler », sei 
pi (&; > 0) die höchste Potenz von p, die in sämtlichen Koeffizienten 
A, enthalten ist; ist jede noch so hohe Potenz von p, in sämtlichen A, 
enthalten, so werde für «; der Exponent genommen, bis zu dem p,; in ® 
steigt (Def. 5 auf S. 126). Dann läßt sich F(x) offenbar (im allgemeinen 
freilich nicht eindeutig) darstellen in der Form 
F (&) = pi" - p2° ++ pm" - Flo), 
wo die ganze Funktion 
fa@)=a.2"+a, 2" ++ +a,, 24a 

primitiv gewählt werden kann und soll und in bezug auf jeden der Prim- 
teiler p, positive Ordnung besitzt. 

Es seien ferner R,,Ry,...,R, die n einfachen Ringe, in die sich 
X im Sinne des Satzes 6 des $ 1 von Kap. I (S. 127) zerlegen läßt, und 
RR), RE (%),...,R,(X) die aus ihnen durch Adjunktion eines in ‘bezug 
auf sie alle transzendenten Elementes x entstehenden Erweiterungen, die 
wiederum einfache Ringe darstellen (vgl. Satz 1 auf S. 146). Es kann sein, 
daß die ganze primitive Funktion P;-f(x) aus X,(z) (i beliebig), die in 
diesem einfachen Ring positive Ordnung besitzt, in ihm reduzibel ist. 
Jedenfalls aber ist ?,- f(x) durch mindestens eine irreduzible ganze pri- 
mitive Funktion positiver Ordnung aus X;,(z) arıthmetisch teilbar; eine 


beliebige solche sei mit ?;-g,(x) bezeichnet. Dann existiert nach den 
Sätzen 1 und 2 des vorigen Paragraphen eine und im wesentlichen nur 


eine durch Adjunktion einer Nullstelle «; der Funktion P;.g;(x) entstehende 
(eigentliche oder nicht eigentliche) algebraische Erweiterung R;(«,) des 
einfachen Ringes .. 

Obgleich nun die Systeme R;(a,) («= 1,2,...,n) im allgemeinen 
keine zerlegbaren Ringe und um so mehr keine einfachen Ringe darstellen, 
gelingt es doch, aus ihnen die gewünschte Erweiterung X in entsprechender 
Weise zusammenzusetzen, wie in dem (nur angedeuteten) Beweis des Satzes 1 

on $ 2 dieses Kapitels (S. 146) der Ring R(z) aus den einfachen Ringen 
R (2) zusammengesetzt wurde. Es werde nämlich ein Bereich R gebildet, 
der alle und nur die Elemente 3 der Form 


BP=At+tßt'-+P, 
enthalte, wo die „Komponente“ f; ein beliebiges Element des nichtzer- 
21* 
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legbaren Ringes R;(«,;) bedeutet. Addition und Multiplikation in X seien 
unter Perücksichtigung der ÖOperationsvorschriften in den nichtzerlegbaren 
Ringen ®,;(e,) und in dem Ringe X in üblicher Weise erklärt, sodaß also 
namentlich die Komponenten der Summe oder des Produkts durch 
Addition oder Multiplikation aus den entsprechenden Komponenten der 
Summanden oder der Faktoren zu bilden sind; da das Einheitselement von 
X, wie auch von X;(e,) der zu 9, komplementäre normierte Orthogonal- 


teiler P; von X (8. 126/7) ist, so verschwindet in X das Produkt jedes Elements 
aus R,(a,) mit jedem Element aus R,(«,) für «+% im Einklang mit der eben 
angegebenen Definition. Addition und Multiplikation sind demnach in X 
unbeschränkt und eindeutig ausführbare Operationen und befriedigen dabei 
offensichtlich die Bedingungen 1—5 des $ 1 von Kap. I. Nullteiler von 
X sind alle und nur die Elemente ß, + Ps + :--+ „ bei denen für min- 
destens einen speziellen Wert %k das Element f, durch einen Nullteiler von 
N,(e,) teilbar ist; das Einheitselement e=P,+P,;,+--+P, von X ist 
gleichzeitig das Einheitselement von X. Endlich ist auch die Bedingung 
6 von der unbeschränkten und eindeutigen Division durch reguläre 
Elemente in & erfüllt; denn ist AJ=fP,+ßs+:+/, ein regu- 
läres Element von $, also auch ß,; für jeden Wert « in R;(«,) regulär, 
und ist in R,(o,) A, A'=P, so ist ja in X 
(Bit Bet + Bo) (BT + Bit + + Be) = ee 
Da ferner R alle Elemente von X enthält, so ist X® in der Tat eine Er- 
weiterung von X. Setzt man endlich in f(x) an Stelle von x das Element 
a=, +0+:'+ 0, 

aus R ein, so erhält man: 
fe)=a,. a" +a, a"! +... +a,, a+a, 

. (ü9- Ph +@-Pr+:+@-P,)- (et +a® ++ aM) 

+ (a » P,+ a, P,+ a a, P,)- (+0 +++) 

+. +40: A+.., B+-- +, P) a +c+:.++ 0) 

+ (Pt am Pt ++ P,) 


= NV; (a-P-e®+a-P-aft+..+au,: P-o+a„-P) 
1 


= P,. fa) + Pr Ha) ++ Pur fan). 
Da nun «, als Nullstelle von P;-g,;(z) definiert war, also P;- f(@;) in Re) 
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identisch verschwindet ($. 163), so ist auch /(«) und um so mehr F («) in X 
gleich Null, d. h. die Erweiterung X von X enthält in der Tat eine Nullstelle « 
der vorgegebenen Funktion F (x), wie bewiesen werden sollte. 
Andererseits aber geht diese Erweiterung X aus dem Ringe X durch 
Adjunktion des Elementes « hervor. In der Tat enthält eine etwa mög- 
liche, durch Adjunktion von « entstehende Erweiterung X(«) des Ringes 


X außer den Elementen von X zunächst die Elemente P,-«=«,(i=1,2,...,n), 
daher auch alle Elemente der nichtzerlegbaren Ringe R;(@;) und schließ- 
lich die sämtlichen, aus diesen durch Addition hervorgehenden Elemente . 
von 8. Ferner ist jedes Element 3 von ® algebraisch in bezug auf %; 


denn die Elemente £- P,; der nichtzerlegbaren Ringe X,(e;) genügen nach 
Satz 2 des vorigen Paragraphen ($8. 159) in X,(«,) gewissen Identitäten 


y9,(ß-P,)=0O, wo y,(x) eine ganze Funktion aus R,(x) bedeutet: 
9,(%) = aß) "4 ad gr +... + a. .c-+ ad *); 


aus ihnen aber folgt durch Addition in X: 
0= Ziylß- P)= Zeta®- (B- Pr + aß. (B-Pt.- 
| + a9. (8. Buy) 
= Ze + ++ a) (Bam + ß- Bott 
+ (# - PJ"*) 
2 DHaP+. +). AT, 


d.h. £ ist in der Tat algebraisch in bezug auf X. Es gilt daher: 

Satz 1: Zst ein beliebiger zerlegbarer Ring und F (x) eine ganze Funktion 
ın R von der Art, daß kein Primteiler von R im konstanten Glied von F(x) 
ın niedrigerer Potenz enthalten ist als in sämtlichen übrigen Koeffizienten 
von F(x), so gibt es mindestens eine**) einfache algebraische Erweiterung 
Ra) von R, in der « Nulistelle von F(x) ist. 





*, Unter m ist das Maximum der Gradzahlen der Funktionen g;(2) in den 
Ringen R;(z) verstanden. 

**) Die Aufgabe hat im allgemeinen mehrere wesentlich verschiedene Lösungen, 
weil ja-selbst im Fall einer primitiven und in XR(z) irreduzibeln Funktion F(x) sehr 


wohl eine der Funktionen P;-F(x) in Ri(«) reduzibel sein kann. 
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Die Erweiterung 8 («) wird natürlich, wie schon im Fall eines ein- 
fachen Ringes X, um so mehr in dem vorliegenden Fall in der Regel keinen 
zerlegbaren Ring darstellen. Dagegen kann der Satz 3 des vorigen Para- 
graphen auch auf den Fall eines beliebigen Ringes R ausgedehnt werden. 
Die betreffende Überlegung, die ohne grundsätzliche Schwierigkeit durch- 
zuführen ist, liefert das folgende Ergebnis: 

Satz 2: Ist R ein beliebiger zerlegbarer Ring, von dessen Primterlern 
keiner bis zu einem höheren Exponenien als dem Exponenten 2 steigt, und 
. bedeutet F(x) eine ganze Funktion in R, aus der man durch eventuelle mul- 
tiplikative Absonderung eines Produkts von Primteilerpotenzen eine ganze 
primitiwe" Funktion f(x) gewinnen kann, welche in bezug auf jeden Prim- 
teler von R je eine der Ordnungszahlen 1 und 2 besitzt, so ist jede durch 
Adjunktion einer Nullstelle von f(x) und also auch von F(x) entstehende 
Erweiterung von R, die nur endlich viele wesentlich verschiedene Primteiler 
enthält, selbst ein zerlegbarer Ring. 

Ist X im besonderen ein Kongruenzklassenring für eine durch keinen 
Kubus teilbare natürliche Zahl als Modul, so enthält jede einfache alge- 
braische Erweiterung von ®X überhaupt nur endlich viele verschiedene, 
also a fortiori nur endlich viele wesentlich verschiedene Elemente. Daher 
gilt folgendes Korollar zum letzten Satz, das sein Gegenstück findet in 
dem auf 8. 157 behandelten Beispiel einer einfachen algebraischen, durch 
eine quadratische Gleichung definierten Erweiterung des Kongruenzklassen- 
ringes modulo 8, die keinen zerlegbaren Ring darstellt: 
| Korollar zu Satz 2: Ist g eine beliebige, durch keinen Kubus 

teilbare natürliche Zahl, R, der Kongruenzklassenring modulo g und f(x) 
eine irreduzible quadratische Funktion in R,, so existiert dann und nur dann 
mindestens eine durch Adjunktion einer Nullstelle von f(x) entstehende al- 
gebraische Erweiterung von R, wenn das konstante Glied von f(x) keine in 
g enthaltene Primzahl ın niedrigerer Potenz enthält als jeder der beiden 
übrigen Koeffizienten von f(x). Jede derartige Erweiterung des Ringes R, 
stellt selbst einen zerlegbaren Ring dar. 














Laaplacesche Integrale als Lösungen nicht linearer 
Differentialgleiehungen. 


(Fortsetzung der Arbeit in Bd. 144, 5. 167—189.) 


Von Herrn J. Horn in Darmstadt. 


Die nicht lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
dy 
»+1 %Y a 
(A) en, try=-leoy). 


wo k >>0 eine ganze positive Zahl und 

z,y)= A, y“ A], um; 1429) 
eine in der Umgebung von z=0, y=0 reguläre Funktion von x, y dar- 
stellt, besitzt k ausgezeichnete partikuläre Lösungen 7, (m = 0, 1,...k—1), 
welche in der unter gleichem Titel in Bd. 144 erschienenen Arbeit durch 


Laplacesche Integrale ausgedrückt worden sind. 
Die Funktion n,„, welche in dem Sektor ©,, 


"VRERBEER. amn + 


wre wer <Zargr < REET 
durch die der Differentialgleichung (A) formal genügende (im allgemeinen 
divergente) Potenzreihe S= 3 0,x*) asymptotisch dargestellt wird, kann 


ya] 


durch konvergente Fakultätenreihen ausgedrückt werden. 


*) Wenn wir wie in $5 Au = Agyg=' = Ar-ı,o=0 annehmen, ist 
G=04,=-:+=- Orı=0. 
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Während in jedem der k Sektoren 


Omn—- mn +5 
Bags: Hgg en arg T u L (m=0,1,...—1) 





die Reihe $ nur ein einziges Integral von (A) asymptotisch darstellt, 
bildet die Reihe $ in jedem der k Sektoren &” 











2mn +5 2mn + = 
TE — <agre< n 
oder in jedem der k Sektoren & 
Zr 7r 
2mn — > 2Zmn—5 








T <argr < L 


die asymptotische Darstellung von unendlich vielen Integralen der Difie- 
rentialgleichung (A)*). Unter Einführung eines Exponentialausdrucks 


——  h—————————  —— — 4 0 0 mi 


E ui Ce Krk (&—1).ı—1 uud gi 


mit der willkürlichen Konstanten C wird die Ditierenlinlgleichung (A) 
durch eine Potenzreihe 


- Aa ZU, u... (v„n=0,1,2,...) 


formal befriedigt, welche, wenn Ü= 0 und damit 5= 0 ist, in die Reihe 
S übergeht. Die Gleichung (A) wird durch eine Reihe 


y= 2, &* pn” (2) 


befriedigt, welche in dem Sektor &® in hinreichender Nähe von z=0 
konvergiert, und durch eine Reihe 


‚= Pi 5" pn (8), 


welche im Sektor &" in der Nähe von z = 0 konvergiert ($ 9). Die Funktionen 
y%® und y$” stimmen mit n„ überein; die Funktion y®, welche im Sektor 





—  — <ag2< — —, und die Funktion 5”, welche im Sektor 





*) Vgl. Bd. 119, S. 267 f.; Bd. 141. S. 1821. 
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RER Lu Omn + 


L <argrı< Pr durch die Reihe $, = & („x asymptotisch 








dargestellt wird, lassen sich durch Zaplacesche Integrale ($ 10 und $ 1l 
für k=1, $12 und $ 13 für k>1) und durch konvergente Fakultäten- 
reihen ausdrücken. 

Die auf der Laplaceschen Transformation beruhenden Methoden, 
welche zuerst nur auf lineare Differentialgleichungen mit rationalen Ko- 
effizienten angewandt wurden, bleiben hiernach anwendbar, wenn die Diffe- 
rentialgleichungen nicht linear und die Koeffizienten nicht rational sind *). 
Die obigen Potenzreihen von x und & entsprechen den Thomöschen Nor- 
malreihen in der Theorie der linearen Differentialgleichungen. Der vor- 
liegende Aufsatz führt Untersuchungen, die ich schon im dritten Teil der 
Arbeit „Über das Verhalten der Integrale von Differentialgleichungen bei 
der Annäherung der Veränderlichen an eine Unbestimmtheitsstelle‘‘ im 
119. Band dieses Journals begonnen habe, mit Benutzung Laplacescher In- 
tegrale und Volterrascher Integralgleichungen durch. 


89. 


Das Integral n, der Differentialgleichung (A) werde kurz mit n be- 
zeichnet. Setzt man 





Y vn N + 2, 
so besteht die Differentialgleichung 
de_ 5 } 
get An = 9.(x) 2"; 
dabei sind 
_ 9a) _ 1 fan) .: 
9 (x) ze on BSLHE 5, Gu (x) nr nu! 3 Ar ur (um2,3,...) 


Funktionen von z, welche im Sektor &"" durch Potenzreihen asymptotisch 





*, Für lineare Differentialgleichungen, deren Koeffizienten nicht rational sind, 
vgl. H. Hamburger „Über die Integration linearer homogener Differentialgleichungen“ 
(Diss. Un. München 1914) und die Arbeit des Verf. „Integration linearer Differen- 
tialgleichungen durch Laplacesche Integrale und Fakultätenreihen“ (Jahresber. d. Math.- 
Ver. 24, 1915). 
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dargestellt werden; wenn man 
= A, % = An. ıı = Ann u = Ay +2 Ag An. - 
setzt, ist 
y)w— lt ++, 
HR)=— Ita + + AH ga, ga) Vater. 
Die Differentialgleichung für 2 wird durch eine Reihe 


befriedigt, die man erhält, indem man in der Gleichung 
© 2,108 ® er 
ren ze 
Er ur E. Iu (z 2) 


z, durch «"*z, ersetzt, wo « eine willkürliche Konstante ist, und die Ko- 
effizienten von «, a°, a®,...«" vergleicht; es ergeben sich die Gleichungen 


. ıde 
& — 0, 21; hat 92 2 neh +24 +9 2 


dabei ist H,„ eine Summe von Produkten 9, 2, ... 2,, wo 2 eine der Zahlen 
2,...n ist und »,,...v, Zahlen aus der Reihe 1,...» —1 mit der Summe 
y, tt +v=N. 

Der Ausdruck 


1 a, ar —1 





mit der willkürlichen Konstanten C genügt der Differentialgleichung 
zn — (— 1 -1- 44% + ... a, %) £, 


T 


der Ausdruck 


. F q(r)dz 
u= E e 0 
der Differentialgleich ung 
d 
ger . = 9ı u; 


im Sektor &” ist im&=0 und lim u=0 für limz= 0. In diesem Sek- 
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tor werden die Differentialgleichungen für 2,, 2, 2,,... 2, durch die folgenden 
Funktionen befriedigt: 


"62 —ı 294%+9%2 „—ı 
a, =U, a =U zer % ds, z=u/ pk+1 —— U dx, 











der Integrationsweg ist die im Sektor &" verlaufende Verbindungsgerade 
der Punkte 0 und x. Setzt man 


2, =uZ, (n=1,2,...) 


so ist 


72 er A AN 23 
Z, =|1, Zs = / nr ude, Zs nn ne mind: udı, 
0 











dabei ist 7, eine Summe von Produkten u” Z,...Z, (l=2,...n; 
vr +rn,=n). 
Wir weisen nach, daß die Reihe X z, in dem im Sektor &® ge- 


n=1 


legenen Gebiet 


2mn +5 +0 mn +0 
t, —— —— <agı< er 


= k 





N 


F2 


absolut und gleichmäßig konvergiert; dabei ist d eine beliebig kleine und 
t eine hinreichend kleine (von d abhängige) positive Zahl. 
Es sei x2|=o, argz=9. Wir beschränken uns auf ein Gebiet 


mn +5 +4 2mn Dur 
—_ k I Fan: ae 


Es sind positive Größen R, 9, (w=1,2,...) und q so vorhanden, daß die 





Reihe z 9, R" konvergiert und daß, wenn r hinreichend klein angenommen 
Pre 


22° 
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wird, 19.(2)) <9,(#=1,2,...) und |g(x)|<q ist. Die positive Konstante 
g erfülle die Bedingung g<<sind. Wir setzen 


so daß 


ist. Der reelle Teil von n ist gleich 


cosk9__ _ sind, 
ko* —— k.o*- ’ 
der reelle Teil von 


4 dı—ı 


„gen 
ist höchstens gleich der Summe der absoluten Beträge der Glieder oder 
unter Vergrößerung des letzten absoluten Betrages höchstens gleich 





log x 


‚a 


va 
| 2.4 al + ai Kae ), 
(k — 1) e*! E IN) go, k ’ 











der reelle Teil von / 'q(«) dx ist höchstens gleich go. Demnach ist 
0 


Zmn+ = 

Ei I, | %—1 ® 
+” sin = g + a, + + + L77 (mr E )+ 40 
ı=° 











und man kann r so klein nehmen, daß 
ist. 

Die Differentialgleichung für z vergleichen wir mit der Differential- 
gleichung 


d © 
16 _ 
p do 95 72 Qu ", 


welche, wenn u an Stelle von oe als unabhängige Veränderliche einge- 
führt und 


= u3 


gesetzt. wird, in 
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übergeht. Die letztere Gleichung wird durch eine einzige Potenzreihe 
3=el+tuu+rg®+.-- 

mit dem Anfangsglied 1 und mit positiven Koeffizienten c,, c,,... befriedigt, 

die für u<R (RX hinreichend klein) konvergiert. Überträgt man die oben 


auf die Differentialgleichung für 2 angewandte Lösungsmethode auf die 
nase für ;, so erhält man die Reihe 








N vr P> Ins 
A 20,3, 3. + 9,13? 
3ı .. l, er nn u do 0, 3 = S r Zn % ude, 
wi 'z, Gr;; : Be -1) ude, 
wo %, aus F, dadurch kosaaan daß man g,, 93,... durch 9, 93... er- 
setzt. Unter der Annahme 
3,=6,_ 1 WW", c_, konstant wel,2....n—1), 


die für n=2 erfüllt ist, ist 
5 = = 9, le 3, ... 3,, = yrm1 = 9; — ...6 
= (n— 1) g c„_., u", c„_, konstant, 


@ u 
gm 1 
2. Yan = al) (artnet. 


0 0 





Die der Differentialgleichung für 5 genügende Reihe u z 3. stimmt demnach 


mit einer für u<{NR konvergenten Potenzreihe von u überein; sie ist für 
e<<t gleichmäßig konvergent, wo t die Bedingungen erfüllt: 





e<4 2 für | O>Re<e. 
klog-—- k1og [O1 
R 
In dem Gebiet 
mn +5 +0 mn +70 


k rn k 








est, 
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Zu << an; 
denn aus der Annahme Z, <3,(=1,2,...2n—1), die für n=2 erfüllt 
ist, folgt wegen |u <u 
Fu (Zu... Zu) | < 5 (31 +++. I): 
und die Vergleichung der Formeln für Z, und 9, ergibt |Z, <3,. Daher 
ist die Reihe 


= 2,=-uRZz, 


n=1 n=1 


in dem angegebenen Gebiet absolut und gleichmäßig konvergent. 

Auch in dem Sektor &” ist imä=0 und lim u= 0 für limz = 0. 
Wenn die Funktionen 2,(n= 1,2,...) durch dieselben Integralformeln de- 
finiert werden wie oben die Funktionen z,, nur mit dem Unterschied, daß 
jetzt x sowie der geradlinige Integrationsweg 0...z dem Sektor &" an- 
gehört, so ist die Reihe 


= B3 2, 
absolut und gleichmäßig konvergent, wenn 


2mn— — +6 2mn—,—d 


- <sagı<s Be = ih 


ist; dabei ist d eine beliebig kleine und t eine hinreichend kleine positive 
Größe. 

Um hervortreten zu lassen, daß 2, unter Zugrundlegung der Lösung 
n=n„ im Sektor &" und z, ebenfalls unter Zugrundlegung von n = n,, 
im Sektor &" definiert ist, schreiben wir 2” für 2, und 2{” für 2. Ob- 
wohl der Sektor &” mit dem Sektor &"" übereinstimmt, braucht für 
m 2 die unter Zugrundlegung von 7 =n,„ gebildete Funktion :2)” nicht 
mit der unter Zugrundlegung von n = n„_ı gebildeten Funktion 2(""” über- 
einzustimmen. 





Setzt man 
u, =" p, (x) (n=1,2, ...), 
so Ist 
TRICKE 
(9) ee, 
J ads b2 . — / «a)dz 
(0%) p = E10 ur Ee da, 
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T T 





Saw dr 7 s — [ate)ar 
(C®) Gy F ed 2- PR VER &e 0 dx, 
0 
J g(z) dz z — / ade 
(CO) = E-nD 0 [ te -1) er, 6 de: 


0 

x gehört dem Sektor &" an, und als Integrationsweg dient die Gerade 
0...2. Wenn x im Sektor &" zur Grenze 0 geht, nähert sich 9, einem 
endlichen Grenzwert. Denn es ist lim , = 1, und unter der Voraussetzung, 
daß 91, Pa:..9,_ endliche Grenzwerte haben, gilt dies auch für 
H„(1,:.. 9% 1)- Aus dem Hilfssatz 1 in Bd. 140, S. 134—135, dessen 
Beweis sich auf komplexe x übertragen läßt*), folgt, daß lim 9, end- 
lich ist. 

u Es bestehen die Differentialgleichungen 


Ten 
| d 
9 1 +2(-1+ 104. +0,29), = pt ph, 


d 
(D®) a +3 Ita 2t +2) Mg Pt 29 Pi Pa + 3}, 


dyn 
(D") Fe tn(-I+9S4.. +) pn = 9ı Pa+ Hu (Pa: + Pa-ı)- 


Die allgemeine Lösung der linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
(DW) unterscheidet sich von dem Integralausdruck (C“”) um den Ausdruck 


z 
g(a)dz 


Const. FW? e® - 
welcher unendlich wird, wenn x im Sektor &" zur Null geht. Demnach 
stellt (C) die einzige Lösung der Differentialgleichung (D®) dar, welche 
endlich bleibt, wenn sich x im Sektor &" der Grenze 0 nähert. 
Um anzudeuten, daß die Funktion y, in dem Sektor &" dargestellt 
ist, schreiben wir 9,= gl”. Die Differentialgleichung (A) wird, da 





*) Vgl. Bd. 120, S. 6-9. 
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y=n„-+ 2 gesetzt war, durch die Reihe 

y= 25 pi” («) 
befriedigt, wo g$” = n,„ ist. Diese Reihe ist in dem im Sektor &" ge- 
legenen Gebiet 


mm + +6 mn +— —6 


2 <t, _— — <agrı< RR 


absolut und gleichmäßig konvergent. 

Wenn z und der Integrationsweg 0...x dem Sektor &") angehören, 
stellen die Integralausdrücke (C) für 9, (n=1,2,...) Funktionen dar, die 
wir mit 9, = p%” bezeichnen. Wir haben die der Differentialgleichung (A) 





genügende Reihe 
y- Erg (2), 


nem () 


worin y” = 7, ist und welche in dem im Sektor &") gelegenen Gebiet 








absolut und gleichmäßig konvergiert. 

Wenn die der Differentialgleichung (A) formal genügende Potenz- 
reihe S ausnahmsweise konvergiert, ist 7, =nm_, also, da die Sektoren 
&" und &"" übereinstimmen, 2” = 2” oder p” = pl", Dies gilt 
besonders dann, wenn f(2,0) = 0, also 7 = 0 ist, d. h. in dem in Bd. 119, 
S. 281f. in Angriff genommenen Fall. | 

Die Funktionen g, gehen, wenn man für n die im allgemeinen di- 
vergente Potenzreihe S setzt, in Potenzreihen von x über. Die Differential- 
gleichung (D“’) wird durch eine für 9, eingesetzte Potenzreihe 


S, = 2 Ö,r 


formal befriedigt; dabei ist C,, eine willkürliche Konstante, welche wir 
gleich 1 annehmen. Setzt man, so fortiahrend, für H,(9,,... 9.) die 
Potenzreihe H, ($,,... $8,_,), so wird die‘ Differentialgleichung (D”) durch 
eine Potenzreihe 


formal befriedigt. 
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Als formale Lösung der Differentialgleichung (A) erscheint eine Potenz- 
reihe von x und $ 


y- > 2 A > (,n=0,1,2,...); 


dabei ist Ü,= (, und zwar ist unter der in $5 gemachten Annahme 
G,=0G,=.+=0,,=0. 

Wir heben den folgenden Satz hervor: 

Die Differentialgleichung (A), welche im Sektor ©, die ausgezeichnete 
partikuläre Lösung 7. (m=0,1,...k—1) hat, wird durch die Reihen 


y- ru (a) und y= LE He) mon. 


befriedigt, von denen die erste im Sektor &”, die zweite im Sektor &”) in 
hinreichender Nähe von = 0 komvergiert. Dabei ist 


En ee 
E— (er: ana ze 





un nn A dr, = As: .d, , = An d,. = Au +2 Ag: Ay 


und C eine willkürliche Konstante. Während y” = pi)’ = n,„ ist, sind 
zn) 


p) und pn" (n=1,2,3,...) partikuläre Lösungen der Differentialgleichungen 
(DW), 


$ 10. 


Die weitere Untersuchung der in $ 9 nachgewiesenen Lösungen soll 
zunächst im Fall k=1, d.h. für die Differentialgleichung 


(A,) = + y=Ia,9) 
durchgeführt werden. 
Die ausgezeichnete partikuläre Lösung wird für — _ <argr<- . 
durch die Reihe 5 asymptotisch dargestellt. Setzt man 
a=a= 4A,+ 2 Ag A 
so ist 
i=06 2 


Die Funktionen 9,, Pa... 9, genügen den Differentialgleichungen 
Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 3/4. 23 
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dy, 
(DV) = +(—1-+aa) 9 = 9ı Pi 


d h 
(Di?) + 2(-l+a) eg = p%+9 Qi: 


dypn 
(.D/”) er A np n (—- 1 + ax) Pu on 9ı Pr + H, (y»-:» Pa): 
Die Boa n wurde in ss 1—4 wo: Laplacesches Integral 


n= f we dt 


0 
dargestellt; w (£) genügt der Integralgleichung (B,) und hat die in $4 an- 
gegebenen Eigenschaften; als Integrationsweg dient die Gerade argt = 
(-n+P<w<n—6); das Laplacesche Integral ist in einem Kreise 


x(Z)> o konvergent. Die Größe o, wie sie in $3 eingeführt wurde, 


hängt von 6 ab. 
Um auch die Funktionen „,„ als Zaplacesche Integrale darstellen 
zu können, bringen wir zunächst 
1 oa 5 — 
In = a P Ant +2 VZ4urr 


auf die Form eines Laplaceschen Integrals mit dem bisherigen Integrations- 


weg. Für n(Z ae o, wo 0 >h (vgl. $2) angenommen werden kann, ist 


© 


P3 Au > 4 G, (£) FE dt, „ os; r; we" (t) Kr di (un), 
0 


0 


il 


% Pe 
PS Au,d ra /6, w""(t)e *dt. 
0 
Demnach ist 


. . > is, 
1. Ant / G,(t) e ar AS we (t)e “dt 


2,0 /% we (te dt 


ir 
oder, wenn man 


9,0, +, (M) Ay w"" (1) + >3 (H) uw" () 


won 1 u=n- 1 


setzt, 
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” ie 
= Ant / Ale ’dt, 
0 


vorausgesetzt, daß z in dem in $ 11 bestimmten Konvergenzgebiet X () >o 


des Laplaceschen Integrals liegt. Ersetzt man A,, durch —1, so hat man 
P 
1=—1+ (Ale ide. 
0 


Wegen w (0) = C, = Ay, @, (0) = A,, ist 
Qı (0) . Au 2 2 Ac Ay =-(. 


Wir suchen eine Funktion w, (t) so zu bestimmen, daß 
| Be; BL 
pP. ve Con + / W, (t) A di*) (n=1,2,...) 
; 
wird. Wenn man | 
Pn En. Con + Y, (n=1,2,...), 9ı en l + h,; 9, u Aon r h, (n=2,3,...) 


setzt, gelten die Differentialgleichungen 


2’ =. (h,—az) vw, +h,—arz, 


de 


2 PR _,=(h, — 202) ya + Ca (hı —2ax) +h,+2Agyı +2h,w, + Aa with, yR, 


ne Ar FE A u a ne A Me Tr De We sn  ERT SK ee Var War u Va u Wr Tr a VE ur a u 





+ — ar 1) Vv. (h — nazx) y.+ Con (A nax) + 
Nun ist 
© t 1; 
= / Q We’ dt, y,= S w,(t)e ’ di, 
R 

zen _ [ww ()e . dt, x % Set )dr.e ad 
dx 2 n Yn = 
hy, = f Q, w W, de :dt, h, ef Q, w) t)e dt 

0 0 


usw. Die Differentialgleichungen für w,, w,,...y, werden erfüllt, wenn 
w, (t), w; (k),... w,(t) den folgenden Integralgleichungen genügen: 





*) Es ist CO, = 1 angenommen. 
23* 
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(ED) tw ()= [(AU-N)-am()dıe+Q ()-a, 


(EP) (t-1)w,()= ‘ (0: -n-2 a) w, (7) dt + CO, (Qı (1) — 2a) 


+9.) + Ya (+ 20, w(t) + Aa wi (t) + Q, wi (8), 


(BD) (i-n+Dw,lt)= f(Qlt-r)—na)w, (r)dr+0„(Ql)—na)+...; 


in der letzten Gleichung hängen die nicht angeschriebenen Glieder von 


Q;(t),... Q,(t) und w;(t),...%@.,(£) ab. 
Die Differentialgleichung für RL wird durch die Reihe 


y= Ec0,r 


vl 


formal befriedjgt; wie in $2 sieht man, daß die Integralgleichung (E}”) 
durch die Reihe 


vi 


u) = 30.6 


befriedigt wird. 
| Die Integralgleichung (E{”) lösen wir durch sukzessive Annäherung, 
indem wir setzen: 


tw (t)= Od, (t)—a, tw (t)= JS (lt — T)—a)w"(rT)dr w=u2..). 


0 
Qı 1 Dk = wP(t) im Kreis {|<1-—e und im Sektor 


() . 


„ im angegebenen Gebiet regulär, 


wie man durch den Schluß von »—1 auf v erkennt. Für t|<1-—-e 
und für jagt <n—6®, |t|<{r (r beliebig groß) sei 


Zunächst ist 


argt <n—6 regulär. Ferner ist a 








Qı ® Sr a “ M. 
Dann ıst | 
wi ())<M. 
Aus 
v—]) M’ |)" 
WIN <,R_nH 


folgt 
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ig ; 
. Mr — MH! +! 
ı® | (v) \ ET VORNE EODFERBEENEN a RE 
ad Qis/ je er 4 = ,W-DV HET 
|w(1)| < Mt tiv 





—(»+1) o)* 
Die Reihe 


w, (t) = Zur (£) 


ist für 2 <1—e und für argt! ‚ t|<r absolut und gleich- 
mäßig . konvergent und genügt der Integralgleichung (E{”). Sie stellt 
eine im Kreis {|< 1-—e und im Sektor jargt| <n— 6 reguläre Funk- 
tion dar. 

Die Anwendung der Methode sukzessiver Annäherung auf die In- 
tegralgleichung (E{”), bei der die neue Singularität i=1 hinzutritt, ergibt, 
daß w,(t) im Kreis |j{| < 1 — e und in den beiden Sektoren d <argt <n — ® 
und an +0 <Zargt <2n— 0 regulär ist. Dasselbe gilt für w,(t) (n > 2), 
da die neu hinzukommenden Singularitäten {= 2,3,... auf der bereits aus- 
geschlossenen Geraden argi=0 liegen. Die der Integralgleichung (E{”) 
genügende Potenzreihe 


Pr E -1 
Nnmi,2,...) 
w.(t) = = =0; Di 


ist demnach für |t <-1 konvergent. 


$ 11. 


Wir benutzen den Hilisatz : 
In einem Sektor 06, <argt<<®,, in welchem u (t), v(t) reguläre 
Funktionen sind (abgesehen von i = x) und 
ut) <Ke", vi) <Ke" 
ist, ist unter der Voraussetzung 6 > 0 — 0 


KK 
E. ol 
uv(t) 0 
Es ist nämlich 
t | { 
uv(l) = . u(t— r)v(r)de < / Ken), Ketidi 

|« | « 
0 | 0 


m N 
o—o) |t| 4 “ei 
Seo a <KBe". TER ön 


.-. 0o—cd 
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Ferner ist 
j f 2 sap 
u <e, 


wenn 0>o beliebig angenommen wird, also für alle ganzen positiven u 


Ka 
u" (t), <a a est, 





Wir weisen nach, daß im in —n+9<agt<n—6 
WI <Z,e" 
ist, wo ö und Z, hinreichend große positive Zahlen sind. 
Zunächst ist in diesem Sektor, wenn 6>0o angenommen wird, 
Ku eö it 
| er 
Wenn die in Bd.144, 8. 172 eingeführte Zahl k mit h’ bezeichnet und 
o > h angenommen wird, ist 
16.) <@hh" et < ahh" ei <@hh" ee", 
Ghh’r Kumeoi 


Be. 


Q,(t ) = 3 ()er u —n 96 |t| + (37 Ken es it! 


mn Et (Go 


wr(t) < 








a, wi “ “a 








wo ın der ersten Summe das zu u=n gehörige Glied hinzugefügt ist, 
während das erste Glied der zweiten Summe nicht kleiner ist als der ab- 
solute Betrag von @,(t). Setzt man H=G(9—0o+h), so ist 
m „a |t| a\ (Kh\e" 
AUISHh”e BA@llın ; 
Wir nehmen 





6>0+KH 
an, so daß 
i=; Kh 1 
ist. Durch n-malıge EHEN. der Gleichung 
1 
R4 2, - 1—L 


und Division mit n! erhält man 


EZ. - or 
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Demnach ist 


'Q,() = Le", L, ‚ut: mi. 


Wo 
Die Formel in $ 10 


+) t 
In = An + / Q, (t) u dt 
0 


ist für R(°-)> 5 gültig*). 

Wir verstehen jetzt unter & einen der beiden Sektoren # < arg 
<n—09 und—n+9<argt<—0, in welchen die Funktionen w, (t) 
(n=1,2,...) regulär sind. Wenn die positiven Zahlen o, (n=1,2,...) der 
Bedingung 0 <0, <0,<---- gemäß irgendwie angenommen sind, sind, 
wie wir zeigen werden, positive Größen K, so vorhanden, daß in & 

w,(t)| < RK, e'r" 
ist. Soweit es sich um w,(t) handelt, kann unter & der Sektor 
— n+0<argt<n— 6 verstanden werden. 


"Zunächst sei n=1. Es sei R eine positive Zahl und X, so groß, 
daß für ,<R und für alle » von & 


w(t)| < K, er" 
ist. Wir behaupten, daß, wenn R hinreichend groß ist, diese Ungleichung 


auch für !!|>R und für alle »® von © gilt. Wäre dies nicht der Fall, so 
verstehen wir unter R’ die untere Grenze derjenigen Werte von |t|, für 


*) Dies folgt aus dem Satze: „Wenn 2. (z) in jedem Intervall a<x<b, 
n=0 


wo 5 willkürlich, aber endlich ist, gleichmäßig konvergiert und wenn %(«) für alle 
endlichen Werte von x stetig ist, dann ist 


n 


Sa (@) In (x) da = z . (x) fn (x) da, 


vorausgesetzt, daß [ 'p(«)) > 'fn (#)| de konvergiert.“ Vgl. Bromwich, Infinite Series 
« n=0 - 


(London 1908), S. 453. Die Funktionen „(z) und f(x) der reellen Veränderlichen x 


1; 
dürfen komplex sein. — Oben ist x durch |t| zu ersetzen, p(x) durch e * und f„(«) 


durch ein Glied der in $ 10 aufgestellten Reihe für Q,((), für dessen absoluten Be- 
trag eine obere Schranke angegeben ist. 
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welche die Ungleichung nicht bei allen Werten von » gilt. Dann ist ein 
Wert = w' so vorhanden, daß für t|=R, w=w 


|w, (t)| = K, et" 

ist, während für |t <R’ und für alle » von & 
wi) <K,er" 

ist. Aus der Integralgleichung (E{”) folgt 


lei 
wit) <; am rief Im () die - |Q()I+ al 


Für =R, w=w ist 





‘ oa 
K, e® I <- 5 Je + Leiz+jall, 
tl o,—6 
also nach Division mit K,e*!" 
EN al, ba 4 |@ au 
ee ee a 4, ER ). 


Die rechte Seite hat für lim |! = co den Grenzwert 0. Nimmt man R 
hinreichend groß, so ist die rechte Seite der für {|=R’>R geltenden 
Ungleichung kleiner als 1; es ist also ein Widerspruch vorhanden *). 
Indem wir zu n=2 übergehen, nehmen wir K, so groß an, daß 

für {|< R und für alle » von & 

we (t) <K,e:" 
ist. Wie oben müssen, wenn diese Ungleichung nicht immer gilt, Werte 
R’ und w’ so vorhanden sein, daß für {|=R, w=w 

1% (t), = Kzet", 
für |{|<{R’ und für alle » von © 

m (| <K,ert 
ist. Aus der Integralgleichung (E\®) folgt 


0 < [1m |+ +0 W)). 


Wir nehmen o, <0,<o, an. Dann ist im Sektor & 


K: vr 
0° 





|w; HI<z 


Für |!=R, »=w' ist 





*) Vgl. Jahresber. d. Math.-Ver. 24, 1915, S. 321—322 und Perron, Journ. 
f. Math. 143, S. 26—28, 
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RK, u F 1 er +. 4 ie sel 
6-1 0 0,0, 
oder nach Division mit K, ge " 
L,K? 
— e (9 0) | 
Sr en) 


Da die rechte Seite für lim {| = o den Grenzwert O0 hat, ist wie vorhin 
ein Widerspruch vorhanden. 
Dieselbe Schlußweise läßt sich auf w, (£) anwenden. 
Für ein festes n ist die Ungleichung 
w, (| <K,er" 
im Sektor & erfüllt, wenn 0,06 und X, hinreichend groß angenommen 


wird. Demnach ist das über die in & gelegene Gerade argt= w erstreckte 
Laplacesche Integral 


pn Om + VERL (t) e = 


in dem Kreise a(7)> oder, da o, beliebig wenig größer als © ist, in 


erw 


dem Kreise X —)>a o konvergent. 


Die Funktion w, (f) ist für |{| <1, sowie oberhalb und unterhalb, 
aber nicht überall auf der reellen Achse regulär. Das Konvergenzgebiet 


R (—) > 0 des Laplaceschen Integrals p, überstreicht, wenn sich » zwischen 


0 und rı ändert, ein dem Sektor 3 <Aargr <- n angehörendes Gebiet, 


in welchem die Funktion p, regulär ist. Da nach $9 nur eine Lösung 
der linearen eg Wa (D"’) endlich bleibt, wenn & mit einem 


zwischen 5 7 und >" 5 gelegenen Argument zur Null geht, so stimmt das jetzt 
mit @, a Laplacesche Integral mit der nach $9 mit „(” zu be- 
zeichnenden Funktion überein. Wenn w zwischen 0 und —n variiert, 


überstreicht das Konvergenzgebiet des Integrals 


= (0.+ / w, (t) e 
0 


ein Gebiet, welches dem Sektor _ <argı <z angehört. Die jetzige 


Funktion 9, stimmt mit der enkaioe p" in $9 überein. Die Funk- 
Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 3/4. 4 
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tionen 9, und 9, (n= 2,3,...), die beide in der rechten Halbebene definiert 
sind, stimmen in dieser nicht überein, denn der Integrationsweg von %, 
verläuft oberhalb, derjenige von 9, unterhalb der positiven reellen Achse, 
welche eine singuläre Stelle von w,(t) (n=2,3,...) enthält. Wegen des 
regulären Verhaltens von w,(t) auf der positiven reellen Achse stimmen 
y, und 9, in der rechten Halbebene überein; in der linken Halbebene 
hat man 9, oder 9,, je nachdem man die Fortsetzung aus der rechten in 
die linke Halbebene im positiven oder im negativen Sinne vornimmt. 

Wir haben folgendes Ergebnis von $ 10 und $11: 

Die Integralgleichungen (E\”) werden durch Funktionen w, (t) 
(n=1,2,3,...) befriedigt, welche sich sowohl für t'<1 als auch für 
0<argt<n und für n <argt <2n regulär verhalten. Für t <-1 be- 
stehen die konvergenten Reihenentwicklungen 


pi 
w, (t) = 2  Omadi ji (n=1,2,8,...) 


während die Differentialgleichung Di) für p,„ durch die im allgemeinen di- 
vergente Reihe 5 . 


$, = Zur 


formal befriedigt wird. In jedem der beiden Sektoren 0 <argt<n—60 
und —ı + 9o<agt<—hH (<<) ist 


'w(l)| <K,er" (n=1,2,8,....), 
wo 0>o hinreichend groß, 0,>0 und K,„ hinreichend groß ist. Das 


über die Gerade argt=w erstreckte, in dem Kreise x (“ -)>5 konver- 
gente Laplacesche Integral 


© ‘ 
Cat /wtt)e "di 
7 
genügt der Differentialgleichung (D/”) und definiert in hinreichender Nähe 
von = 0 im Sektor — r <argrı < = die Funktion 9, wenn 0 <w<n, 
und im Sektor — — > < arg % <; die Funktion y,, wenn -n <w<_0 ist. 


Es sei ae und 0<e<e<{1; i gehöre dem Sektor 
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large <n— 0’ oder dem Kreise |{|<1-— e’ an, und es sei e höchstens 
gleich (1—e) sin (9° —#) und höchstens gleich ® —e, so daß der Kreis 
€ vom Mittelpunkt ? und vom Radius e in dem Sektor Jargt| <n — ® 
oder in dem Kreise 2| <1— : liegt. Für einen Punkt r auf der Peripherie 
von € ist =1+9ge”, 9=0...2n, also T</t+e und |w(r)< 
Ke"' <Ke’(+®, Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist für v = 1,2, -- 
wu) vi L wlddı 

= / Er 


“ > Ze 2in: (T— tt 





| | 2 

de w(t) v! £ Ketitoody 
2 TR 
0 


| 





dw) v!Kee 


a |< 
Durch partielle Integration erhält man 
t 
ee PER „dw (tl) nr 08 w(l)\ _—; 
fo )e "dti= — (zu ()+% Er 2 + +++ 2"r nn) 
» In+ u 
+ a»! ar a e "dt. 


Wir integrieren zwischen den Grenzen 0 und auf der Geraden argt = w 


((w|<n— 0); wenn x dem Kreise X (—) > 0 angehört, ist 





. _ @”ull) - : w 
ik, 
und für t=0 ist 
wi) 
der U. 


Es ist also, wenn n irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, 


= w RE 
n= [ w(t)e :dt=0,0%+ 0,’ + +0, tat / ne ” di 
N) o 
=(,2+G, +... +0, + ct, 


Adru(l) =: 
Ya = ir / me rd. 


Man hat (vgl. $ 3) 


‚io 


| +nDıR ZZ e-rlzde 
MI SAlnHı)!(ı +0) + “ rn / e 


0 


dit 





24” 
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oder, wenn 


angenommen wird, 
WERTPRT ” Kin +1)! Ya! 
MI Ala+ HIHI + @-JetiZ g' 


Läßt man » zwischen —rı + 0’ und n— 6’ variieren, so erfüllt y, diese 





Ungleichung ın der von den Kreisen x (Z) > 0’ überstrichenen Fläche. 


eti (n- he 








Wenn d >69 augenommen wird, wird der Kreis x (— =0’ von der 


Halbgeraden arg = + er _ 0) in einem Punkt x geschnitten, für welchen 


z| = = zent ist. Das Gebiet 


.. 








+0 <armg® <S — 0, 2 < Fe Mr 9) 


liegt also uinheen der erwähnten Face. Es ist 


. rue 2 0,. u 


vl 


wo |Yı 





und |z| hinreichend klein ist; d. h. im Sektor — de < arg x - T 7 besteht 
in der Nähe von x= 0 die asymptotische Gleichung 
nv >> 0,2. 
v1 
Die bisherige Schlußweise läßt sich auch auf die Funktionen w, (t) 
(n = 1,2,...) anwenden. Für 9 <argt <n—#, für -n +6 < argt 
——0# und für |{| <1-— e besteht eine Ungleichung 


Id’ v0 BE ss 
eg 








Im Sektor — = <argı < a ist ° 


pm B3 O.x 
v0 


und im Sektor — ze <Zargı < = 


nn Zl,®. 


v=(0 
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$ 12. 


Bei der Behandlung des Falles k>1 benutzen wir einige Hilfs- 
formeln. 

Das Produkt der beiden über die Gerade argt = w erstreckten ver- 
allgemeinerten ZLaplaceschen N 

2 kl s k—1 —.»% 
F (x) = FE ()e R3 di, G(a)= / Za’v,(t)e **di 
- p=0 

soll in ein Integral von derselben Form verwandelt werden. Auf der 


Geraden argt = sei 


u, (t)| < Ke", 





,()|<Ke, 


so daß die beiden Integrale für X (Z) > 0 konvergent sind. Zunächst ist 


u k—ı 
F (x) G (x) = Se e Er y; Zw (le) Zw" lt r)dı 
E _ k—1 k{1 
-- [e "na P: gPtP U dyr (f) 
pP =0 P!=0 


k—2 
- e * Er rg Zu v (+2 = = u,® (d; 
de 


k 
a’ Pahunn Pia Bir u 


durch as Integration erhält man 
x .. > _$ 
* f ud, (t)e "dt= / (u, (t)dr.e dt, 
6 6 0 
denn wenn 0 > o ist, ist 


K? K? e@*' 


| 1 
|%, Yprg (£)| = Ei e’ | j / Ur Oprg (7) dı|< 
0 





- 


o—-0 6 


17 





also für (Z)>5 und daher auch für x (Z)> ) 


i t © 
6 .* Sa dor mar = (0; 
br 6 0 


2 k—1 ‘ 


Feat / Zum ad, 


es ist also 
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p k—1 
\ Ww.()= ha u%,,()+ IE. u, %n4r_, (T) dr. 
0 


Für konstante A, und B, ist 


Z4,0. 2 B,#= Z# 32 4B,,+ Ze AB 
0 


it 

=* dt; 
p=0 gerti P+ 3 © r 

© 1 


k—1 
a4”: /Z a’ u,(t) e a 


. k—1 


2 Is—1 p 2 
r 7 Ivo ". A,-, 4 q (t) + = nz : BA ‚Arrı u q (?) ar. ie di. 
0 0 


Nach $7 hat die En Denen (A) die partikuläre Lösung 


0 
dabei wird über die Gerade arg £= » integriert, und x gehört dem Gebiet 








v. Imn—>+u ma +5 +e 
r(z)> a ——g — Sage < — 
an. Auf Grund der obigen Formel ist 
a t 


k—1 _ 
Bin (2) ak 
n fi za” u (t)e "dt, 


“ p k—1 
= Iuwd+ [Em Wnrr (7) dr 
0 


und für jedes ganze positive w 
a N 
k—1 -— 
= f z wm (t)e "dt, 
Paz 


1 
u) (1) = Z, w,wez»” (t) + / zZ wuh, (r) de. 


g=p+1 


Die Bezeichnung w”(t) ist von der früheren Bezeichnung «5 (t) zu unter- 
scheiden; es ist w„®(t)=w,(t). Für #>2 ist w® (0)=0. 

Wir bringen g, auf die Form eines verallgemeinerten Laplaceschen 
Integral. Unter Einführung der ganzen transzendenten Funktionen 


Ps pi 
@,, (t) = = Beben PD! (p=0,1,...k—1) 


ist 








- re k—1 _| 
zZ A„d=z4,r+ /[ zrG,()e *dı 
= 0 ö p=0 
Man hat 
. 2 = u = 4 a—n 
In = Amt + 2.6 Zi N 
- 2-1 -5 
= EA, + / ZerGult)e "di 
?r=-0 ‘ ?v=0 
k--1 r k-1 _ 
u p, P nun) ak 
+ 2), An ® J Zeug ()e "di 


t 
k—1 7 


+ 2 uf 2,76, (te "dt. f Zaren ye 
0 


un ı ka 

k—1 2 k—1 -7 
= EAnP+ / ZrG„(te *d 

r=0 ö p=0 
+ 2.0 /Ew 24 u” (M 

u=ntı M/ [>=0° »- 5 rn 

k—2 i a 4 RR ] | w 

x zZ ur» (d)drie *dt 
* = EIER Saas 2 ” € ; | 
* * Tk—ı p 
u » (u—n) 
3 B% m / 13 % = Prag ww ($) 
: ' t 
ge .f en G wir (a v)d e Ar 
x T 
« pm 0 g=p+1 BE 
Setzt man 
—— S au (u—n) a 
On (t) Gym O4 u ” N y= 2,2 
= 


5 ed 


- 
G,1_.. we» (t)dı 
= + 2G /3 Pr WG (?) dr, 


wo die beiden letzten Summen im Falle p=k-—1 fehlen, 


k—1 k—1 


„= ZA, + # 3» 0Q,„(t)e dd 
p=0 


py=0 


so ıst 
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für x (7) >00, wo 6 in $ 13 bestimmt wird. Insbesondere ist 


1 —_ 
= -I+am2t +1 + / ErQnli)e "dt. 
Eu 


Wegen w, (0) = O4, @,ı (0) = Ayyı,, ist 
On (0) = A y+4,1 +2 (Ass O4: a A G,)= Ap+k 
Wir suchen 9, als verallgemeinertes Zaplacesches Integral darzustellen: 


k—1 


rn 1 -Z 
9%.= ZU. 2” + / PP Won (2) e dt. 
p=0 5 r=0 


Wir setzen X =“ und 


[) t 


: ne > a 
Yon = / un (t)e "dt, in = / Om (t)e * dt, 
0 


0 


so daß 
k—ı 
Pn = = il (Opn + Yn)) 
k—1 | k—1 
Re 2 a’ (a, + Rh.) = — % Pi 2 gP (A,n -F pn) (n=2,8,...). 
p= p= 
Ferner ist 


de " 
ar Zaire BZ. + un), 


da 
k—ı 


ä r k—1 r—1 k—1 


k—ı k—1 
+ zZ ( Yat PR: Ay YntX 2 Art Y): 
k—ı 
ge 9.= = PX (Ü t Yon), 
k—1 k—1 
(4 — 2 4, ’)m= 23 Az a’ Pr 
p=0 p=0 
k—1 p A 
k— p k—1 
on = 2 (z h,,1 Yon +X a Rt, 1 Yan) 


Die Differentialgleichung (D®") | 
+1 Upn Eu p zii ’E p 
x =. (n — 1) 2 %% :9,t+naXy,= (9 — &,%, 2°) 9. + de 
ist erfüllt, wenn die Funktionen y,, von X den folgenden Differential- 
gleichungen genügen: 
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Er — m 1) Yan t (na Yan t + m 10, Yon 
=- Zh, .ı Ynt (ha — (na +P)X)vmt+ X EZ (Ari —n— 1)ay424) Yın 
+ Elle. + Omi (na+p)R)+K EZ, Onlhern Dar) 
Es ist 
> che Stun (te ® dt. 


t 


Aym = F fat )dr.e a Rh ir Yon = / Qu1 0 (t) e X dt, 
0 


t 


, ER : 
Khyreı Yn= / [ Optima Om (Ü)dr.e "dt / Opa umli)e * dt, 
0 
wenn die RER 
Qt) = SQ (ı de 


benutzt wird, denn es ist 


Sonst (t)dt = - Sat Op lt 1) Wm(T) dr 


fm (7) ER t— ?) dt = Sn (ET) w. (7) dr 


Demnach sind die Difierentialgleichungen für die Funktionen y,, erfüllt, 
wenn die Funktionen w,,(t) den folgenden Integralgleichungen genügen: 


mar En t)+ (n—1)a, "1. \ + + (rn — 1) a, w,, (t) 


-= Sa t- 7) m (z) dt + [(Qn (—T) — na, —p) w. (T) dr 





1 = 
(E®) | + r f Org E-T)— (N — 1) Q,44-4) U (T) dr 


m = On O1 (£) + U, (Qoı (£) ns Ad; sale p) 





k—1 


+ 2 m nad -R-Dan)t EEE 
q=p 


Im Falle p=k—1 kommen Glieder mit den Funktionen Q nicht vor. 
Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 3/4. 95 
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Die Differentialgleichungen für die y,, werden durch die Reihen 
Un >> Corsa, 2 


v=1 


formal befriedigt; dann stellen, wie man nach $2 erkennt, die Reihen 
R v—1 
WE Or j! 
eine Lösung der Integralgleichungen (EZ) dar. 
Die Integralgleichungen für die Funktionen w,(t), die in $6 in 
der Form (B,) geschrieben waren, lassen sich in der jetzigen Bezeichnungs- 
weise folgendermaßen bilden. Es ist 


d na - 2 
Mar! FRAUEN (ddr)e dt. 
Der obige Ausdruck für g, geht, wenn man n=0 und Au =—1 setzt, 
über in 
t 


be) E) © k—1 * ] 
n+fan)= ZAnd+2 24, = ErQne ta t; 
ıi=k u=1ı=0 p=0 


U=-EHN+EEA UP O+EZG, „uw () 


u=1g=0 u=1g=0 
- k—1 
. u 
+2 = App (der 3 EZ Gyr, We (T) dr. 
a g=p+1 1, g=p+1 


Die Differentialgleichung (A) ist erfüllt, wenn die Funktionen w,(t) den 
folgenden Integralgleichungen genügen: 


f 4 k—1 : 
(1-+ kt) w, (t) = Z 1,9, —p /w(e)dr+ Zr] M (2) dt 


0 


k— 


t 
B| +2 24 ,,WO)+F Z Ay, 54 u (1)dr 
ne 








u=2 ut gm =p+1 
t 
© oö k—1 
+22 G,_,. we (t)+ 2.2, G,4:,,W (T)dT+G,(t) E=0.1...-1) 
BEN FOR TORE GG 
8 13. 


Für » = 1 gelten die Integralgleichungen 





ry 


2 SE EERTETNE NE a er VER EEENRE  N 


(E®) 
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kn t 
ktw,(t) = SZ, 9,1 (2-7) w, (T) dr+ F (Qu (t—rT) —a, — p) w, (T) dr 








> Fa 
+ 3 Apr. (6-7) w. (T)dr+ FC, dl) 
"a dh g=0 
k—ı 
+ Q, (Qoı (2) ri Tage p) *. E ‚6 TEE 1 (i) (p=0,1..k—1). 


Wegen Q,. (0) = a,;, hat Fr Eetaıe der von den w, freien Glieder auf 
der rechten Seite von (EZ) für 2=0 den Wert 
CO, Ar: tr EN + ia d,+1 u 5 =(. 
Die Koeffizienten von 
Wo Bi: W,-1, 1 (T), W,ı (7), W,+1,1 Fi. .. Wr_1,1 (7) 
unter den Integralen E der rechten Seite von (E“) sind Funktionen von 
;—r, welche für £—r=0 die Werte 
Ontisee» Up — Pre. O 
annehmen. Indem man an Stelle von w,(t)(p=0,1,... k—1) geeignete 
lineare Funktionen mit konstanten Koeffizienten W,(t)(p=0,1,...k—1) 
einführt, erhält man Gleichungen von der Form 
e 
ktW,(t) = ai e 4 „t—r)W, (rt) dr + F,(t) (P=0,1,. .k—1) 


gq=) « 
v 


wo 
F,(0)=—p, op ()=0(p=g) F, (0) = 0 
ist. Durch Differentiation erhält man die Gleichungen 


. 


++ W, = 2, / Fut—) Wed + F,(e) 


die wir durch sukzessive Annäherung lösen. Die Gleichungen 


KO (p+ Wo 0-0, 


ke + wPu=2 men We (ddr om. 


werden durch sr Funktionen 


RR 
woo=;1" [#r,(ydı, 


t 1; 
4 1 BR ER n- k-—-1 
(v k ’ Ama Eu 
W()=zt u "A us, /M (!— rt) We" (d)dr v=1,2,...) 


25* 
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befriedigt, so daß Wi? (t) (v=0,1,2,...) wie die von den w, (t) abhängigen 

1—e 
N k | 

Sektor |jargt| <n— 6 regulär ist und den Faktor ?’ enthält. Für |< 

_— und für jagt <n—46, |!|<r(r beliebig groß) sei |F),i|<mM, 


‚F,(l)|< N. Dann ist 


wo |<, |W9 W|< 


und in dem 





Koeffizienten unserer Gleichungen in dem Kreis |t| < 


N (Mitiy 
k 61? +1) 


wie man durch den Schluß von »—1 auf v erkennt. Die Reihen 


W,()= Wi (ı) 





(v=1,2,...), 


sind absolut und gleichmäßig konvergent und genügen den obigen Inte- 
gralgleichungen. Demnach werden die Integralgleichungen (Z®) durch 
1—e 
k 





Funktionen w,, (£) befriedigt, welche für |t| < und für jargt| <n—0 


(abgesehen von =) regulär sind. 
Die Integralgleichungen (E”) für n>1, worin der Faktor von 


k 
als auch für d <argt<n—0 und 


w,„(t) auf der linken Seite für = 





verschwindet, haben eine Lösung 


1-—e 
k 
für -n+9<armgt<—0 regulär ist. 
Die den Integralgleichungen (Z®) genügenden Reihen 





%,„ (£), welche sowohl für |t; < 


© wi 
U (t) = 2 Osaaia Di (n=1,2,...) 


sind für |t| < : konvergent. 
Es sei 9>0o und y mindestens gleich k und: mindestens gleich 
EI Dann ist für jargt <n — 0 





Kuyn- - 
wir) (£)| = op ei, 


Denn nach $7 ist 
w0<Ken, 
und unter der Annahme 


WISS 


Ku yp-: gs ii 





(6 — oe? 
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folgt aus der Rekursionsformel für wY’(t) in $ 12 
Es er + 
wo der letzte Faktor höchstens gleich y ist. 
Aus der Formel für Q,,(t) in $ 12 folgt, wenn 
oe>o+Khy 
ist, eine Ungleichung 
N <inet. 
Wie in $11 sei © einer der Sektoren d<argt<n—6 und 
— n+9<argt<—6; o,(n=1,2,...) seien positive Zahlen, welche die 
Bedingung 9 < 0, << 9,<Z.-- erfüllen. Dann bestehen in & Ungleichungen 
wm) <K,er". 
Der Beweis wird wie in $ 11 für k=1 geführt. 
Das über die in & gelegene Gerade argt=w erstreckte Laplace- 
sche Integral 


t 
s—ı 


„2 (Zr te *d 
p= pn ge A Wzn (t) € { 


konvergiert in dem Gebiet R (Z) > 0, oder, da o,„ beliebig wenig größer 


als ö ıst, in dem Gebiet x() >06, welches aus k von den Bögen 


einer Sinusspirale begrenzten Flächenstücken besteht ($ 7). Wenn sich » 
zwischen 0 und rn bewegt, überstreicht das dem Sektor 


0—5 +2mm o+-+2mn 
eg —; 
angehörende Flächenstück ein in dem Sektor 
2mn— 5 2mn + = 
ER z — ZAalgr < — a Een 


gelegenes Gebiet, in welchem eine Funktion @,= p{” definiert ist, während 


wir für -n<o<-0 eine in dem Sektor 


un mn +5 


% 


rer EEE 5 


definierte Funktion 9,= pl" erhalten. Wir benutzen allerdings die Funk- 
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tion y” nur in dem Sektor &”, in welchem die Reihe 2° &y®, und die 


n=0 


Funktion‘ 9” nur in dem Sektor &", in welchem die Reihe >37 Er 


konvergiert. Die jetzt mit 9%” und 9” bezeichneten, durch siehe 
Integrale dargestellten Funktionen stimmen mit den Funktionen „4 und 
yW des $ 9 überein, weil nur eine Lösung der Differentialgleichung (D®) 


endlich bleibt, wenn sich z im Sektor &" bzw. im Sektor &”) der Stelle 
0 nähert. 
Als Ergebnis von 112 und $13 haben wir den folgenden Satz, 
der mit dem am Schluß von $ 9 ausgesprochenen Satze zu verbinden ist: 
Die Integralgleichungen (E") werden durch Funktionen w,, (f) 


(P=0,1,...E—1; n=1,2,3,...) befriedigt, welche sich sowohl für |t| < 
als auch für 0 <argt <n und für -n<argt <0O regulär verhalten. Für 
it <ı bestehen die konvergenten Reihenentwicklungen _ 


p—1 


om (8) z Oyr,1, n v— W— 1)! 


während die Differentialgleichung ch für 9, durch die im allgemeinen 
divergente Reihe 


5, vun 3 C,, x 
v=0 
befriedigt wird. In jedem der beiden Sektoren 6 <armgt<n—® und 
— n+9<agt<—6 (0< 0<;5) tet 


|Wzn (£) | < K, e’n ur 
wo 0>0o hinreichend groß, 0, >0 und K, hinreichend groß ist. Das 
über die Gerade argt =w erstreckte, ın dem Gebiet 


x(G ni - <argr< 








konvergente Laplacesche Integral 


k—1 2 11 Pe 
p p xk 
2,0m® +f ER: Un (t)e * dt 


genügt der Differentialgleichung (D”) und definiert in hinreichender Nähe 
von £=0 im Sektor | 
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TE Zr 
mn 5 Zmn+ 5 


BEA TTE 





die Funktion |”, wenn 0 <w<-n, und im Sektor 


PTFRER hrs 2mn+5 


2 
Es IS < argr < z 





die Funktion 9”, wenn -n<w<_0 ist. 
Die Betrachtungen am Schlusse von $ 11 lassen sich auf den Fall 
k >1 übertragen. 


Es si 0 < 9 < 0'< 5 und 0<e<8s<1; t gehöre dem Sektor 


largt| <n — 0 oder dem Kreise |t <- 7° an; o sei höchstens gleich 


ne ie (0 — 9) und höchstens gleich . Dann gelten Ungleichungen 


k 
ver" 


v 


dw, (| 
2 


Im Sektor — = <arg Ä< = gilt die asymptotische Gleichung 





je.) t 


[ w,(t)e "din 3 0,,,.X°; 
a y=l 
| N) 
daraus folgt die in dem Sektor &,, gültige asymptotische Gleichung 
Nm V E08. 
v=k 
In den beiden Sektoren 9 <Zargt <n— 0 und—n +0 <argt <— 9 ist 














Id’ wm (t)| _ v! Auer 
| der | e -. 
2mn-—; mn + 
Im Sektor << —; ist 
ger 55 C,x 
v=0 
Zr TE 
2mn — 5 mat; 








und im Sektor L <amrge < — 
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Die Zerlegung der Primteiler eines beliebigen Zahl- 
körpers in einem auflösbaren Oberkörper. 


Von Herrn Kurt Hensel in Marburg a. d.L. 


Die Fundamentalaufgabe, welche in der höheren Arithmetik gleich 
nach der Begründung der allgemeinen Theorie auftritt, ist die folgende: 
Wie zerfällt eine reelle Primzahl in einem beliebigen auflös- 
baren Zahlkörper? 
Diese Frage ist offenbar ein spezieller Fall des folgenden allge- 
meinen Problems, welches in dieser Arbeit vollständig gelöst werden soll: 
Gegeben sei ein beliebiger algebraischer Körper X und in ihm 
eine reine Gleichung 
#—4=0. | 
Ist x eine Wurzel derselben, so wird durch sie ein Körper X (x) über 
K definiert. 
Es sei nun p ein beliebiger Primteiler des gegebenen Körpers 
K. Welches ist seine Zerlegung in dem höheren Körper K (x)? 
Diese Frage ist ganz vollständig nur von Kummer für den nach 
ihm benannten Kummerschen Körper beantwortet worden, wo der gegebene 


2 ni 


Körper K der Körper K (&) der !** Einheitswurzeln £=e ' und in der Glei- 
chung «<—A=0 4 eine beliebige Zahl aus X (£) ist. Auch hier ist schon 
diese einfachste Frage mit den Hilfsmitteln der Kummerschen Idealtheorie 
bekanntlich keineswegs einfach zu lösen. Wenn man z.B. ihre Behand- 
lung in Adberts Zahlbericht verfolgt, so sieht man, daß sie tiefliegende 
Sätze mit schwierigen Beweisen erfordert. 
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In einer kürzlich veröffentlichten Arbeit*) habe ich dieses Kummer- 
sche Ergebnis mit Hilfe einer neuen Methode begründet. Die Anwendung 
desselben Beweisverfahrens auf das allgemeine Problem ergibt das merk- 
würdige Resultat, daß das Zerlegungsgesetz in diesem Falle mit demjenigen 
im Kummerschen Zahlkörper vollständig übereinstimmt. 

Es sei also jetzt p ein beliebiger Primteiler des gegebenen Unter- 
körpers K, welcher zu der reellen Primzahl p gehören möge; e sei seine 
Ordnung, d. h.”p sei genau durch p teilbar; f sei sein Grad, d.h. es sei 
Nz(p)rup’, und es werde ef= u gesetzt. Endlich sei r eine Primzahl 
für den Bereich von p, d.h. eine durch p ein einziges Mal teilbare Zahl 
von ÄK. 

Wir wollen nun die Zerlegung von p in dem durch die reine Gleichung 

(1.) Fe) =" —A=0 
konstituierten Körper K (x) über X kennen lernen, in welcher A eine 
beliebige Zahl von K sein soll, die nur nicht die /!* Potenz einer 
anderen Zahl desselben Körpers ist. Nach H.P. $. 113 brauchen wir 
hierzu nur zu untersuchen, wie sich die zugehörige Funktion F (x) = x’ — A 
in dem Körper K (p) der zu p gehörigen n-adischen Zahlen „+ «, 7 + +» 
in Primfaktoren zerlegt. In diesem, wie in jedem Zahlkörper zerfällt 
nämlich f(x) eindeutig in ein Produkt MH F;,(z) von unzerlegbaren Fak- 
toren, welche alle voneinander verschieden sind, und die allgemeine Theorie 
lehrt, daß p in X (x) so viele verschiedene Primteiler ®, besitzt, als F(x) 
verschiedene Primfunktionen F,(x) enthält, und daß die Relativordnung 
e, und der Relativgrad f;, von jedem einzelnen Primteiler $, aus dem zu- 
gehörigen Primfaktor F,(xz) von = — A sofort erschlossen werden kann. 

Um die Zerlegung «— A=IIF,;,(x) im Körper K(p) angeben zu 
können, muß man die Zahl A des Körpers X als n-adische Zahl darstellen, 
aber nicht in der additiven Form a,n°+ Et at + ..+, da die Unter- 
suchung dann unnötige und unübersichtliche Rechnungen erfordern würde; 
ich weiß nicht einmal, ob die Aufgabe so überhaupt in voller Allgemein- 
heit gelöst werden kann. Man muß vielmehr A von vornherein in der 


*) K. Hensel, Über die Zerlegung der Primteiler in relativ zyklischen Körpern 
nebst einer Anwendung auf die Kummerschen Körper ds. J. Bd. 151. S. 112—120. 
Ich werde diese Arbeit durch H. P. zitieren. 


Journal für Mathematik. Bd. 151. Heft 3/4. 26 
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s. g. multiplikativen oder Exponentialdarstellung gegeben voraussetzen, 
welche für die Fragen der Zahlentheorie dieselben Vorteile bietet, wie sie 
die gewöhnliche Exponentialdarstellung A= 10° der positiven Zahlen in 
der Analysis gewährt. 

Jede n-adische Zahl A läßt sich nämlich eindeutig in der folgenden 
Form darstellen: 


Anm... (). 
Hier ist a die Ordnungszahl von A, w ist eine primitive Einheitswurzel 
höchster Ordnung aus dem Körper K(p) der n-adischen Zahlen. Dieser 
Körper enthält alle und nur die (9 — 1) »’‘® Einheitswurzeln, wo f den 
Grad von p bedeutet und v eine bestimmte nicht negative ganze Zahl ist. 
Andere Einheitswurzeln treten in X (p) nicht auf. Endlich ist 7,, 72... 7, 
ein bestimmtes System von au=ef direkt angebbaren s. g. Einseinheiten 


1— an“, deren Gradzahlen X,, k,,...k, ihrer Größe nach von links nach 


rechts wachsen sollen. Die Exponenten « und b sind gewöhnliche ganze 
Zahlen, c,, 6,,...c, dagegen ganze p-adische Zahlen «+ 1 P+%ap’++--, 
deren Koeffizienten c, Zahlen der Reihe 0,1,...972—1 sind. 

Es sei nun /* die höchste Potenz von /, welche in (p — 1) p’ =!" m 
enthalten ist, d. h. es enthalte der Körper K (p) die 2", nicht aber die 
j»t!! Einheitswurzeln. Ist dann & eine primitive !"® und w’ eine pri- 
mitive m‘ Einheitswurzel in X(p), so ist jede Potenz »’ eindeutig in der 
Form w’ o'” darstellbar, und wir können A somit von vornherein in der 
Form: 

(2.) A=nto "nen 
dargestellt annehmen. Wir können und wollen gleich die allgemeinste 
Voraussetzung machen, daß K(p) wenigstens die /=® Einheitswurzeln ent- 
hält, daß also » mindestens gleich 1 ist. Andernfalls würde eben w” ein- 
fach fortfallen. 

Die erste große Vereinfachung, welche sich bei dieser Behandlung 
unserer Frage ergibt, besteht nun darin, daß man statt der Grundgleichung 
x —A=0 eine andere Gleichung wählen kann, welcher irgend ein primi- 
tives Element x’ des n-adischen Körpers K(p) genügt, also z. B.: 


(3.) x = x, oder 2 =a+bz, oder =x" 


wo a,b, r beliebige n-adische Zahlen sein können, von denen nur die beiden 
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letzten natürlich nicht Null sein dürfen, während r irgend ein durch / 
nicht teilbarer ganzzahliger Exponent sein kann. 

Durch Anwendung der ersten Substitution überzeugt man sich, 
daß dann x’ der Grundgleichung: 


N 2. u u nn x 
(4.) "= At A, nt HU re, meta 


wird, w =" o’w”n%...n« eine ganz beliebige n-adische Zahl sein 
kann. Man kann hiernach a und b stets auf ihren kleinsten Rest modulo 
l reduzieren und b’ stets zu Null machen, da ! zu m teilerfremd ist. 
Ebenso kann man alle Exponenten c, auf Null reduzieren, wenn p nicht 
gleich 2 ist, während für 9 =! jene Exponenten «,= c{’’ + cf’ E+ «+» durch 
ihre Anfangsglieder c;” ersetzt werden können. 

Hieraus folgt, daß für alle von 2 verschiedenen Primzahlen p die 
Grundgleichung = A von vornherein durch die reduzierte Grundgleichung 


(4*.) at A,= nn" 0" (1b,<P), 
ersetzt werden kann. Ist dagegen p = /!, und bezeichnen wir den zu untersu- 


chenden Primteiler von 2 jetzt durch I, so kann man die Grundgleichung 


folgendermaßen wählen: 
„9 «0 „(0 


(4°.) hen ae) 
hier bedeutet A wieder eine Primzahl des zugehörigen Körpers K(l) und 
die auch hier auftretende /”® Einheitswurzel = n, ist eine genau eben- 
solche Einseinheit 1— «,4* wie die u übrigen Einseinheiten n,. 

Wir können nun, wie auch 9 gegeben sein mag, stets drei Fälle 
unterscheiden, denen je eine mögliche Zerlegung von p bzw. I im Körper 
K(x) entspricht: Es sei zuerst A l“ Potenzrest für den Primteiler p, 
es sei also A die /® Potenz einer n-adischen Zahl; dann sind alle 
Exponenten a,b,b’,c, Multipla von /; also wird allein in diesem Falle 


A,=1. Dann zerfällt aber die reduzierte Funktion 2" —ı in K(p) bzw. 
K(f) vollständig in Z Linearfaktoren: 


5.) #"-1=@—-1)(@-5..(@—1) () 
wo & eine primitive /® Einheitswurzel ist, welche n.d. V. in Ä(p) vor- 
kommt. Daher ist in diesem Falle pru 9, 9,... 9, das Produkt von / 
verschiedenen Primteilern, deren Relativordnungen und Relativgrade sämt- 


lich gleich eins sind; in diesem Falle ist die Relativdiskriminante von 
26* 
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K (x) in bezug auf K durch p nicht teilbar, weil ja die Grundgleichung (5.) 

vollständig in Lineariaktoren zerfällt. Wir erhalten also das erste Resultat: 

Ist Alt Potenzrest zu p, so zerfällt p in K(z) in I ver- 

schiedene Primteiler ®,, P.... 9, deren Relstivgrade und Relativ- 

ordnungen gleich 1 sind; in diesem Falle ist die Relativdiskriminante 

von K(x) in Bezug auf K durch p nicht teilbar. Genau dasselbe 

gilt unter der obigen Voraussetzung für p=/ in bezug auf die Zer- 
legung von 1. 

Es sei jetzt A nicht l®= Potenzrest, also wenigstens einer der Ex- 
ponenten a,, b,, c{” von A, von Null verschieden. Dann kann man durch 
Anwendung der dritten Substitution x’= x’ von (3.) offenbar stets erreichen, 
daß ein beliebiger unter diesen von Null verschiedenen Exponenten von 
A, gleich 1 wird. Wir wollen auf diese Weise jedesmal den ersten nicht 
verschwindenden Exponenten, welcher in der Reihe a,, b,, c$,... cl auf- 
tritt, zu 1 machen. Somit ergeben sich für alle von 2 verschiedenen 
Primzahlen p die beiden reduzierten Grundgleichungen: 

(6.) x" =n oder (6) @"=w, 
wenn in der ersten als Primzahl von vornherein n w* gewählt und durch 
bezeichnet wird, und ihnen entsprechen, wie gleich gezeigt werden wird, die 
beiden möglichen Zerlegungen von p innerhalb K (x): 

(6°.) prvB; oder pru®.. 

Dieselben beiden Fälle treten auch für =] ein, nur sind sie hier 
etwas anders zu charakterisieren. Hierzu führen die folgenden Betrach- 
tungen: Die in diesem Falie in (4”.) auftretenden «+ 1 Einseinheiten 
202 Ni ++ Na—ı5 My unterscheiden sich nämlich dadurch wesentlich von einander, 
daß die Grade %, der u ersten = 1— «a, n*: durch / nicht teilbar sind, wäh- 


rend für die letzte: 
(7.) n=1-—e, nt 
die Gradzahl %k, ein Vielfaches von ! ist. Hiernach wollen wir die «+2 


bei der Grundgleichung 
.0) 0) 


„ a, —_ 
(8.) BE a RE ek Fo 
auftretenden Exponenten in die zwei Klassen: 
(8°.) 0, 09,...c0, und d 


teilen, von denen die erste also «+1, die letzte nur den einen Expo- 
nenten c‘, enthält. 
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Wir unterscheiden nun auch hier die beiden Fälle, daß der erste 
der von Null verschiedenen Exponenten in (8.), welcher wieder, wenn 
man will, gleich Eins angenommen werden kann, der ersten oder der 
zweiten Klasse (8°.) angehört. So erhalten wir also hier die beiden 
folgenden Möglichkeiten für die reduzierte Gleichung: im ersten Falle ent- 
weder: 


(9.) z"=ı (l) oder (9) "= =1-—- ai") (9-1), 


. . e(0) ce) . . 
wenn wieder von vornherein Am, ...n,“ als Primzahl gewählt und durch 


ı bezeichnet sind; im zweiten Falle: 

(9.) "=n,=1l-arr (N), Ga =i 
und auch ihnen entspricht die erste bzw. die zweite Zerlegung (6°.) von 
{ im Oberkörper K (x). 

Der erste von diesen beiden Fällen ist nun dadurch charakterisiert, 
daß jeder Primteiler P, von p die Relativordnung / hat, daß also pru 9 
die Z@ Potenz eines einzigen Primteilers ist. Ist nämlich ®, ein Primteiler 
von p, so enthält Ä(x) ein Element n,, dessen Norm genau durch die 
erste Potenz von p teilbar, welches also sicher eine Primzahl für den Be- 
reich von ®, ist; und genau das entsprechende gilt, falls p =} ist, für die Zer- 
legung Irv 2). In der Tat kann ja bei den Annahmen (6.) und (9.) über 
die reduzierte Grundgleichung: 


z"=n (p) bzw. @"=ı (l) 
offenbar zn, bzw. A, gleich 2’ gewählt werden, weil ja n(z’) in beiden 
Fällen genau von der ersten Ordnung nämlich gleich n bzw. A ist. 

Das gleiche tritt aber auch in dem Falle (9°) ein: Ist nämlich 
k,=k die niedrigste unter den Ordnungszahlen %,, k,,...k,_, zu der 
wenigstens ein positiver Exponent c‘” gehört, so folgt aus der Gleichung 
(9*.): 

"= A,=1-enit, 


in der « eine Einheit modulo [I bedeutet und % durch / nicht teilbar 
ist, daß: 
= 4 (1— a)" 


wieder eine Primzahl innerhalb X (z) ist, deren Norm durch die erste Potenz 
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von A genau teilbar wird, wenn !’ und %’ so gewählt sind, daß’ + kV =1 
ist. In der Tat ist ja: 

N (A) = 4" (n (1 —a’))" = a" (1 — A, = a er _ 
wo «@ = «* eine Einheit ist. 

In diesem zweiten Falle, der jetzt also vollständig bewiesen ist, 
ist die Relativdiskriminante von K (z) in bezug auf K stets durch p bzw. 
[ teilbar, weil dieser Primteiler in X die !“® Potenz eines Primteilers in 
K(xz) ist. Es gilt also der zweite Satz: 

Gehört in der multiplikativen Darstellung von A, der erste 
von Null verschiedene Exponent der ersten Reihe an, so ist der zu 
untersuchende Primteiler von X die !® Potenz eines Primteilers des 
Unterkörpers X (x); in diesem Falle ist die Relativdiskriminante von 
K(x) in bezug auf X durch p teilbar. 

Es gehöre endlich der erste von Null verschiedene Exponent von 
A, der zweiten Reihe an, d.h. es sei jenachdem p>]/ oder p =] ist, 

(6) 2=w ep) oder ()@=n, () 
die reduzierte Grundgleichung, wo im ersten Falle » eine in Ä(p) ent- 
haltene primitive /”® Einheitswurzel bedeutet und 
(10.) »"—1l=!m (n,p)=1 

ist. Ist dann ® bzw. 2% einer der Primfaktoren von p bzw. I in K(z), 
so hat dieser, wie wir nun zeigen wollen, den Relativgrad /,=[/; also ist 
notwendig seine Relativordnung e, =1 und er ist der einzige Primteiler; 
d. h. in diesem dritten Falle ist p bzw. I in Ä(z) unzerlegbar. 

Zum Beweise dieser Tatsache zeige ich, daß in X(x) eine Einheit 
& existiert, deren Konjugierte &, &, #”,,.. &"’ alle modulo P inkongru- 
ent sind, und daß das entsprechende im zweiten Falle y =] gilt. 

Im ersten Falle ist schon $= x selbst eine solche Einheit. Denn 
wegen (10.) und (6°) ist ja: 

ar = rn Reli "= EL. 
wo C=(w eine primitive Z“ Einheitswurzel ist, weil für „" "bt 
dasselbe gilt. Hieraus folgt sofort: 
een 
weil (7 = Ct" _ £ ist, und man erkennt, daß die Potenzen (£, ee; 
#9’) modulo P der Reihe nach kongruent (&, &6, &&%,... 0") also unter 


m—1,m 
) 
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sich inkongruent sind, da die /®® Einheitswurzeln Z' modulo $ inkongruent 
sind, wenn p>]/ ist. Hier ist die Relativdiskriminante durch p nicht 
teilbar, weil dasselbe sogar für die Gleichungsdiskriminante von (6°.) gilt. 

Ist endlich p=!, so führt die folgende kurze Betrachtung zu dem 
gleichen Resultate: Nach unserer Voraussetzung enthält der Körper K(l) 
der A-adischen Zahlen wenigstens die /“® Einheitswurzeln. Nur in diesem 
Falle tritt für 9 = I der hier noch zu untersuchende Fall überhaupt ein. Allein 
dann existiert aber auch in Ä(l) die (Ü—1)® Wurzel aus —/, d.h. die Zahl: 


I—1 
A=Y-—L, für welche 4"=-—I 
ist*). Ich zeige nun in einer kleinen Arbeit**), welche sich unmittelbar 
an diese Abhandlung anschließt, daß man dann von vornherein die in 
der reduzierten Grundgleichung allein auftretende letzte Einseinheit n, ın 


der Form: 


(11.) n,=1 —E& A 
voraussetzen kann, wo &, eine Einheit von K (Il) ist, deren Spur 
(11°.) ehrt tr tt 


durch I nicht teilbar, also einer der Zahlen 1,2,...2—1 modulo I kon- 
gruent ist. Setzt man nun in derhier auftretenden reduzierten Hauptgleichung: 
(12.) j= A=1-—-54 


z=1-—£A, so ist dies neue primitive Element $= —: so beschaffen, 


daß seine f konjugierten: 
(£ "4 ge! ge-mr, 
modulo £ inkongruente Einheiten sind, wenn £ ein Primfaktor von I in 
K(x) ist. In der Tat geht dann (12.) über in: 
EA—1)=- eN—L ga gay Bert. +12 4-1 5 —1, 
oder nach Division mit 1’ unter Berücksichtigung der Gleichung 4"=—/in 


) I I ’ 
(12*.) IM=-f-- sr Biber Zi Sans 
Betrachtet man diese Gleichung als Kongruenz modulo 2% und beachtet, 


daß dann die Koeffizienten von &"',8?,,..& alle durch A also auch 
dusch 2 teilbar sind, so ergibt sich für & die Kongruenz: 





*) Vgl. K. Hensel, Exponentialdarstellung algebraischer Zahlen ds. J. Bd. 146. 
S. 212. Nr. (9.). 

**) K. Hensel, Zur multiplikativen Darstellung der algebraischen Zahlen für 
den Bereich eines Primteilers ds. J. Bd. 151 S. 210—212. 











208 Hensel, Zerlegung der Primteiler in einem aujlösbaren Oberkörper. 


(12®.) Fit (mod). 
Aus iht folgen durch sukzessive Potenzierung mit / der Reihe hach die 
Kongruenzen: 
geirheirhrh 
Feirrtrht+h (mod ?) 


Nerthtite + mit, 
und aus dieser letzten Kongruenz ergibt sich sofort, daß die 2 Potenzen 
(8, er... ) modulo £ der Reihe nach kongruent (&, &+&,$+28,... 
&+ (l—1) &,) kongruent, d. h. sämtlich modulo % verschieden sind. Auch 
hier ist die Relativdiskriminante durch / nicht teilbar, weil schon die / 
Wurzeln (+--&+:8,...) modulo & inkongruent sind. 

Wir können hiernach den dritten Satz aussprechen: 

Gehört in der multiplikativen Darstellung von A, der erste 
von Null verschiedene Exponent der zweiten Reihe an, so ist der 
zu untersuchende Primteiler p bzw. I von K in K(z) unzerlegbar; 
in diesem Falle ist die Relativdiskriminante von ÄX(z) in bezug auf 
K durch diesen Primdivisor nicht teilbar. 

Ich zeige nun, wie diese drei allein möglichen Zerlegungen von p 
bzw. I innerhalb X(z) aus der ursprünglichen Gleichung (1) d. h. direkt 
aus der Natur der Zahl 

A= How n... n# 
erschlossen werden können und führe zu diesem Zwecke das bereits in 
H.P. S. 119 ff. definierte reduzierte Legendresche Symbol von A in be- 
zug auf p ein. 

Ich bezeichne nämlich wieder als das Legendresche Symbol von A 
in bezug auf p das aus «+ 3 Elementen bestehende System: 


B=0,0, 2”, 0... 
Hier ist £ eine beliebige aber fest gewählte primitive /“ Einheitswurzel, 
C’ ist eine primitive (/, m) Einheitswurzel also stets gleich 1, Z, eine 
primitive (2,9) Einheitswurzel, welche also auch gleich 1 ist, wenn 
D >| ist, und welche für p=/ ebenfalls gleich & angenommen werden 
kann, Lassen wir also stets die Elemente fort, deren Basis gleich 1 ist 
so wird dieses erweiterte Legendresche Symbol von A falls pZ1 ist 
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=D. 
Ist dagegen p =/, so können wir von vornherein die multiplikative Dar- 
stellung von A folgendermaßen schreiben: 
Amt mn..ng 
WO 70; N, 441 Einseinheiten sind, deren Grade %,, k,,...k, ihrer Größe 
nach zunehmenund vondenen eine mit der /"® Einheitswurzel w übereinstimmt. 
In diesem Falle wird also das zugehörige erweiterte Legendresche Symbol: 
=... 

Unter dem reduzierten Legendreschen Symbole R (5 bzw. R (2) 
verstehe ich nun die erste von 1 verschiedene Einheitswurzel, welche bei 
dem Fortgange von links nach rechts unter den Elementen der Systeme 
(6°, &) bzw. (C°, 5%) auftritt, und diese Potenz von & werde gleich 5“ oder 
6? gesetzt, jenachdem sie der ersten oder der zweiten Gruppe in (8°) 
a. 8. 204 angehört. Ist kein einziges Element von 1 verschieden, ist also 
A li Potenzrest. so soll das reduzierte Legrendresche Symbol gleich 1 ge- 
setzt werden. Hieraus folgt sofort: 

Das reduzierte Legendresche Symbol von A ist 5° oder G? oder 
1 jenachdem der erste von Null verschiedene Exponent der zu A zu- 
gehörigen reduzierten Zahl A, der ersten Klasse oder der zweiten 
Klasse angehört oder A, =1 ist. 

Hier brauchen die beiden Fälle p>I! und p =/ nicht mehr unter- 
schieden zu werden. So erhalten wir endlich den folgenden bemerkens- 
werten Satz, durch den die im Anfang dieser Arbeit gestellte Frage in 
voller Allgemeinheit beantwortet wird: 

In dem durch die reine Gleichung «= A definierten Körper 
K(x) zerfällt ein beliebiger Primteiler p des Oberkörpers X in 2 ver- 
schiedene Primdivisoren oder in / gleiche Primteiler oder er bleibt 
unzerlegbar, jenachdem das reduzierte Legendresche Symbol von A 
in bezug auf p gleich 1, £* oder £? ist; oder auch jenachdem A x 
Potenzrest zu p ist, oder die Relativdiskriminante von K(z) den 
Primteiler p enthält, oder endlich keine dieser beiden Möglichkeiten 
eintritt. 
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Zur multiplikativen Darstellung der algebraischen 
Zahlen für den Bereich eines Primteilers. 


Von Herrn Kurt Hensel in Marburg a. d. Lahn. 





In einer kürzlich in dieser Zeitschriit veröffentlichten Abhandlung *) 
habe ich die folgende eindeutige multiplikative Darstellung aller Zahlen 
eines beliebigen algebraischen Zahlkörpers X für den Bereich irgendeines 
Primteilers p gegeben: 

A=ntuW ne. ne (p). 
Hier ist eine Primzahl, w eine primitive Einheitswurzel höchster Ordnung 
dieses Bereiches und 77, %72,...7, sind Einseinheiten 


,;=1+ w;nH (=1,2,...4) 


welche a priori einfach bestimmt werden können. 

Enthält nun der betrachtete algebraische Körper X (p) nicht die 
p“® Einheitswurzeln, so sind die Ordnungszahlen %, aller dieser Einseinheiten 
n;, durch p nicht teilbar. Im anderen Falle ist allein die Ordnungszahl %, 
der letzten Fundamentaleinheit 7, ein Vielfaches von p. Unter dieser Vor- 
aussetzung ist die Bestimmung auch von n, a.a. O. a. 5201 gegeben, 
aber noch nicht in der für die Anwendungen geeignetsten Form. Dies soll 
in den folgenden Ausführungen geschehen. 

In der oben erwähnten Abhandlung wurde a. S. 212 gezeigt, daß 
der Körper K(p) dann und nur dann die p'® Einheitswurzeln enthält, 


*) K. Hensel, Die multiplikative Darstellung der algebraischen Zahlen für den 
Bereich eines beliebigen Primteilers, ds. Journal Bd. 146. S. 189—215. 
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wenn in demselben auch die (p — 1)“ Wurzel aus — p vorkommt. Es sei nun 


»—1 
— 


I=V-—p; 
ist -p=n’wn, wo n, die zugehörige Einseinheit ist, so muß also 
e=e” (p—1), g=g"(p-—I1) 
sein, und es ist //run“” Ist dann #, irgendeine Einheit, deren Spur: 
a Se ae ae 
durch p nicht teilbar ist, so kann, wie jetzt gezeigt werden soll, die ge- 
suchte Fundamentaleinheit stets in der Form: 
„=1+&8IP=1+6& Nr... 

geschrieben werden; ihre Ordnungszahl k,=e”’p ist also wirklich durch 
p teilbar. 

Zum Beweise betrachte ich das folgende System von f Einseinheiten 
des e”! Grades: 

ss =l+wN, 8, =1+WwIN,..,=1+w,I, 
WO W, Wa,...%W, eine Basis für den Primteiler f“ Grades ı bilden sollen. 
Nach S. 197 der erwähnten Abhandlung bilden diese dann ein Basissystem 
für alle Einseinheiten des e”'® Grades. Es werde ferner gleich w,=1 
vorausgesetzt. Bilden wir nun ihre »“" Potenzen, so gilt wegen /P"=-—»p 
allgemein die Entwicklung: 
&=(l+wM’=1+pwI/II+.. +wWW=1+(w—w)IP+ ..., 

wo durch die Punkte Glieder höherer Ordnung angedeutet werden sollen. 

Von den f Einseinheiten (ei, &,... e/) ist also die erste von höherer 
als der (e’»)“, d.h. nicht von der Ordnung von II, weil w, = 1 ist, wäh- 
rend die (f—1) letzten genau diese Ordnungszahl haben; und in ihnen 
sind die Koeffizienten von IP bzw: 

&,= u: — U, = U — Uy...$, = Wr — U. 
Diese (f—1) Zahlen sind modulo p linear unabhängig. In der Tat, sind 
Cy...c, ganze Zahlen, so ist 
$= 0, +. + +ef,=w”’—w (mod p), 

wenn zur Abkürzung: 


vw=6GWHt.++0u, 
gesetzt wird; also ist nur dann $ durch p teilbar, wenn w = c, modulo p 
einen ganzzahligen Wert hat; und dies ist wegen der vorausgesetzten line- 
aren Unabhängigkeit der Zahlen (1, w,, +-- w,) für nicht verschwindende ec, 
unmöglich. 
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Hieraus folgt, daß die (—1) Einseinheiten: ?= (1+w,TTPp=1+&IP+.. 
(=2,3,...f) mit einer f* Einheit desselben Grades 1 + &, /I’ dann eine 
Basis für den Grad pe” bilden werden, wenn die f Elemente (£,, &,, &,... $,) 
modulo p linear unabhängig sind. Ein solches Element &, kann man nun 
leicht finden, wie die folgenden Betrachtungen lehren: 

Jedes der p’”" modulo p inkongruenten, durch das System ($,,... &,) 
linear darstellbaren Elemente = 8, + :--+0,8,= w’— what die Eigen- 
schaft, daß seine Spur: 

SH)=F+P+.. 4 =(w—u)+ (ww) +. + (ww) = 0 

(mod. p) 

ist, und diese p’"" inkongruenten Zahlen sind mithin die einzigen Wurzeln, 
welche die Kongruenz des p’—"'® Grades S (&) = 0 (modulo p) hat. Für 
die übrigen ? — p’” modulo p inkongruenten Zahlen ist also sicher ihre 
Spur modulo p von Null verschieden. Ist nun Z&, irgend eine dieser 
letzten Zahlen, so sind ($,, &,... $,) sicher linear unabhängig. Denn eine 
Kongruenz 


= oHtraht + 5 =0 (mod p) 
kann ja nur bestehen, wenn auch ihre Spur er ge! p enthält, 
und da diese sich auf ©, (&,) reduziert, so muß ,=0 sein, und dann 


folgt nach dem vorigen Beweise weiter auch =, = ---=c,=0. Hier- 
mit ist gezeigt, daß wirklich stets 
Nu 1+ 5, /P? 


gesetzt werden kann, und damit ist die am Anfang dieser Arbeit aufge- 
stelite Behauptung in vollem Umfange bewiesen. 
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